Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



:byG0C>^lc 



I l<£ SS&l 



Cammlung Cchubert 



umfasst alle Gebiete der Mathematik in einheitlich 
angelegten, systematisch sich entwickelnden Einzel- 
darstellungen, welche streng wissenschaftliche Grund- 
lage mit lafipBtfa^üfihgr Ausdnicksweise ■verbinden, 
^NJÄdeHiEel neirT^ ehr b a fh er sind somit nicht nur für 
den Mathematiker von Interesse, der in Fächern, 
die nicht zu seiner Spezialität gehören, sich unter- 
richten oder auch nur nachschlagen will, sondern 
eignen sich auch ganz besonders für das Studium, 
behufs Einführung in das betreffende Gebiet. Dabei 
wird den Anforderungen der Praktiker, der Tech- 
niker wie Naturwissenschaftler, in weitestem Masse 
Rechnung getragen. 



Ausführliche Prospekte durch jede Buchhandlung oder direkt von 
•*'lj> I. GSsohen'schen Verlagsliandlung in Leipzig. 
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Vorwort. 



Der votliegende „Elemente der darstellenden Geo- 
metrie" betitelte Band macht es sich zur Aufgabe, dem 
Anfänger diejenigen Hilfsmittel und Methoden darzabieten, 
auf welche die darstelleade Geometrie unausgesetzt zurück- 
greifen mnfs. Nach einer kurzen, die verschiedenen Pro- 
jektionaarten behandelnden Einleitung werden im I. Abschnitt 
die Gesetze der schiefen Parallelprojektion besprochen, damit 
in den folgenden Abschnitten überall da, wo mir die lllnstratioQ 
rilumlicher Lagenbeziehungen durch eine besondere Abbildung 
als nützlich erschien, von der Darstellung in schiefer Parallel- 
projektion Gebranch gemacht werden konnte. 

Im II. bis VI. Abschnitt findet anssehliefslich die gerade 
Parallelprojektion Anwendung, und zwar zuerst bei der Dar- 
Btellnng des Punktes, der Geraden und der Ebene, sodann 
bei der DarsteUung der Vielflaehe, ihrer ebenen Schnitte 
nnd Durchdringungen. 

Die Darstellung kmmmflächiger Gebilde nebst der LSsung 
der zu ihnen gehörenden Aufgaben ist in diesen Band nicht 
saehr aufgenommen, sondern wird am Anfange des zweiten 
Bandes folgen. Da aber hierfür die Kenntnis der wesent- 
lichsten Eigenschaften und Konstmktionen der Kegelschnitte 
nützlich ist, ist der Yll. Abschnitt noch der Darstellung der 
Kegelflchnitle gevridmet. 

Was die Figuren betrifft, so glaubte ich, hinsichtlich 
ihrer Zahl nicht zu sparsam sein zu dürfen; es sind dem 
Texte im Ganzen 321 Zeichnungen eingefügt. Den ver- 
bindenden Text suchte ich überall elementar, leicht ver- 
ständlieh, aber auch ausführlich genug zu gestalten. Ob- 
gleich hie und da, wie beim Kapitel der Durchdringungen, 
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IV Vorwort. 

nur ein einziges Beispiel zur Erläuterang dea Löaungs- 
prinzipg genügt haben würde, so habe ich ea oft doch fUr 
notwendig erachtet, an einer gröfseren Zahi von Beispielen 
die VerBchiedenartigkeit der zeichnerischen Sehlufsergebnisse 
klarzulegen. 

Begründungen sind nur insoweit gegeben worden, als 
sie vom darstellend-geometrischen Standpunkte dnrchans 
unentbehrlich waren. Sobald es eich aber, wie z. B. bei der 
Darstellung der Vielfiaehe oder der Kegelschnitte um That- 
sachen bezw. Sätze handelt, die in der Stereometrie bezw. 
Kegelsehnittslehre ausführlich und zusammenhängend erörtert 
und bewiesen werden, habe ich mich daraaf beschränkt, 
diese Thatsaehen und Sätze zwecks vorläufiger Orientierung 
ohne besondere Begründung vorausznsehicken. Denn eine 
„Stereometrie" oder „Theorie der Kurven zweiter Ordnung" 
zn sehreiben, war weder meine Absicht, noch meine Aufgabe, 
und das um so weniger, aJs ja diese Gebiete in anderen 
Bänden der Sammlung systematisch bearbeitet werden, 

Betonen möchte ich noch, dafs ich rechnerische Ent- 
wicldnngen fast gänzlich vermieden habe. In erster Linie 
suchte ieh überall an die räumliche Anschauung zn appellieren. 
Es sollte mich freuen, wenn es mir gelmigen wäre, die 
innere Anordnung und Einteilung des im Übrigen schon in 
den verschiedensten Lehrbüchern bearbeiteten Stoffes so ge- 
troffen zu haben, dafs dem Leser jede Stelle des Gedanken- 
ganges auf Grund der vorangegangenen Darlegungen sofort 
verständlich ist. 

Die dem zweiten Bande vorbehaltene Fortsetzung wird 
aufser der schon erwähnten Darstellung krummflächig be- 
grenzter Gebilde die Anwendung der darstellenden Geometrie 
auf die Schattenkonstruktionen, Helligkeitsahstnfungen und 
die Elemente der Centralperspektive enthalten. 

Hamburg, Dezember 1900. 

Dr. J. Schröder. 
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Allgemeines. 

§ 1. Begriff nnd Zweck der darstellenden 
Geometrie. 

Die darstellende Geometrie ist anfzofassen als 
der Inbegriff der Methoden, mit deren Htllfe die 
Lage, Gestalt und GrOTse räumlicher Gebilde 
durch gesetzmäfsig zugeordnete, ebene oder anoh 
körperliche Gebilde znr Darstellung gebracht and 
darch welche alle im Raame auszuführenden Kon- 
struktionen TermitteUt solcher Konstruktionen 
gelOBt werden, die in der Ebene ausführbar sind. 

Dadurch wird die darstellende Geometrie zum not- 
wendigen Fundamente alles technischen Zeichnens, insofern 
sie einerseits lehrt, bereits rorhandene körperliche Objekte, 
wie Gebäude, Monumente u. dgl durch tibersichtliche 
Zeichnungen in einer Ebene bequem und zugleich korrekt 
zur Darstellung zu bringen, während sie andererseits such 
die Mittel darbietet, durch welche auch fUr noch nicht vor- 
handene, vielmehr nur erst gedachte Gegenstände solche die 
Lagen- und Mafsrerhältnisse richtig angebende Zeichnungen 
sich herstellcD lassen, welche dann bei der später folgenden 
technischen Ausfulimng die eigentliche Grundlage abgeben. 



§ 2. Das FrojektionsTerfahren. 

Um eine „ebene" Darstellung eines Raumgebildes G 
zu erhalten, „projiziert"*) man das Gebilde G ron einem 
auTserhalb desselben gelegenen Funkte P aus auf eine diesen 

*) vom lat. projlcire, entwerfen. 

Sahr61<i,*Di»t«ll«Bd< OHrnttrl«. 1 



2 AUgemeiaeB. 

Fonkt nicht enthaltende Ebene TI (Fig. 1). Das Projizieren 
besteht darin, dafs man aicti jeden Punkt der Oberfläche 
des Gebildes mit dem Punkte P geradlinig verbunden 
denkt nnd dann die Schnittpunkte aller dieser Verbindungs- 
geraden mit der Ebene n bestimmt. Die durch alle diese 
Schnittpunkte in der Ebene 77 gebildete Figur G' heifst 
dann £e „Projektion des Gebildes G auf die Ebene i7". 
Die Ebene // wird dabei als die „Projektionsebene", 
der Pnnkt F als das n^i'^j^^tionB^^D^miB" be- 
zeichnet. Die Verbindungslinien des Projektionszentmms P 
mit den Punkten des Gebildes G heifsen „Projektions- 
strahlen". 




Das hier vorläufig ganz allgemein geschilderte Pro- 
jektionsverfahren ist nichts anderes als die mathematische 
Abstraktion des Sehprozesses. Denkt man sich nämlich im 
Projektinnszentrum P das eine Auge eines Beobachters, 
welcher nach dem darztistellenden Gebilde G hinsieht, so 
fallen die Sehstrahlen, welche vom Auge nach den einzelnen 
Punkten der BegrenzuDgsoberfläche des Gebildes G gezogen 
werden können, zusammen mit den vorher genaimten ^^o- 
jektionsstrablen. Jeder einzelne Sehstrahl trifft die Pro- 
jektionsebene n, welche wir uns in diesem Falle zwischen 
Ange und Objekt gelegen und zugleich durchsichtig denken 
wollen, in je einem Punkte, der den zugehörigen Raum- 
pnnkt, von P aus gesehen, deckt. Daher wird die ganze 



§ 3. Altcemeiiieg Über Frojektioiieii von beBtimmteit OebSden. S 

Prcgektioii des Gebildes G, vom FrojektioiiszentniiB P ans 
betrachtet, mit dem Gebilde G selbst scheinbar zosammen- 
^leo und auf dae in P befindliche An^e deoselbeo Eindruck 
macheo, wie das Gebilde selbst. Infolgedessen kann mao 
die Projektion G' des Gebildes G auf die Ebene n auch 
als eine „Abbildnng" des Gebildes G auf die Ebene H 
bezeichnen. Dementsprechead nennt man die Ebene 77 aueh 
die „Bildebene", und das Projektionsverfahren das „Ab- 
bildnngsverf ehren." 



§ 3. ÄUgemeines über Projektionen von 
bestimmten Gebilden. 

1. ist das zu projizierende Gebilde ein einzelner 
Baumpnnkt.4, so ist seine Projektion .fj' der Schnittpunkt 



des Projektionestrahles PA mit der Projektionsebene IT 
(Fig. 2). Es gilt daher der Satz: 

„Die Projektion eines Pnnktes ist ein 

Pnnki" 

2. Soll eine Gerade g projiziert werden, welche 

durch das Projektionszentrnm P geht, so liegen die 

Projektionen sämtlicher Punkte von y aaf demselben 

Frojektionsstrabl, der in diesem Falle die Gerade g selbst 

1* 
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4 AUgemeiBM. 

ist (Rg. 3). Die Projektion einer solchen Geraden ist daher 
anch ein Punkt Diea liefert den Satz: 

„Die Projektion einer das Projektiona- 
zentrnm enthaltenden Geraden ist ein Punkt" 



3. Ist das zu projiderende Gebilde hin^geu eine 
Gerade g, welche das Projektionszentrum P nicht 
enthält, 80 gewinnt man deren Projektion g', indem man 




sieh wiederum jeden ihrer Punkte einzeln projiziert denkt. 
Alle daza erforderlichen Projektionsstrahleo erfüllen aber 
die Ebene J/, welche durch das Frojektionszentrum P und 



§ 3. Atlgemeinea fiber Projektionen von beitimmten Oebilden. 5 

die Gerade g beBtimmt ist. Nennt man diese Ebene M die 
zur Geraden g gehörige „projizierende Ebene", so 
ergiebt aiob, dafs die Projektion g' der Geraden g nichts 
anderes iat als das Sohnittgebilde der Projektionsebene n 
nnd der projizierenden Ebene M, also wieder eine Gerade 
(flg. 4). Wir haben daher den Satz: 

„Die Projektion einer das Projektions- 

zentrnm nicht enthaltenden Geraden iat 

eine Gerade." 

4. Das zn projizierende Gebilde sei eine sog. „ebene 

Knrve", d. l eine Korre, deren sämtliche Punkte einer 

und derselben Ebene angeboren, etwa ein Elreis, eine Ellipse, 




Hyperbel oder Parabel. Liegt das ProjektioDSzentmm in 
der Ebene der ebenen Kurve {Fig. 51, so gehören sämtliche 
Projektionsstrahlen einer nnd derselben Ebene an und man 
kann wieder von einer zur ebenen Kurve zugehörigen 
„projizierenden Ebene" sprechen, deren geradliniger Schnitt 
mit der Projektionsebene die Projektion c' der Kurve ent- 
hält. Es gilt daher der Satz: 

„Die Projektion einer ebenen Kurve, in 

deren Ebene auch das Projektionszentrum 

liegt, ist eine Gerade." 
Liegen indessen die ebene Kurve o und das Projektions- 
zentrum nicht in einer und derselben Ebene (F^. 6), so 



' gehöien die erforderlichen Ptojektionaatrahlen auch ai^ 
mehr nur einer einsehen Ebene an, sondern bilden einen 
so^Dannten projizierenden „Strahlenkegel", welcher die 




Frojektionaebene seinerseits in einer ebenen Kurve c' trlfil. 

Folglich besteht der Satz: 

„Die Projektion einer ebenen Kurve, 
deren Ebene das Frojektionszeotrum nicht 
enthält, ist wieder eine ebene Karre." 
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5. Hat man eine „RaomkarTe" c, d. b. eine Bol6he 
Kurve zn projizieren, deren Punkte nieht sämffich in der- 
selben Ebene ti^en {Fig. 7), so können wie im gerade 
zuletzt erwähnten Falle die ProjektioDsstndüen aneh wieder 
nicbt alle in derselben Ebene liegen, sondern mflssen einem 
„projizierenden Kegel" angehören, der ans der Pro- 
jektionaebene n als Projektioa der gegebenen Baomkarre 
eine ebene Knire e* aoBsehneidet. Deswegen Terseiehnen 
wir den weiteren Sa4z: 

„Die Projektion einer Ranrnkorve ist stets 
eine ebene Kurve." 




Fl», a. 



6. Ein ebenes FläebensfUck hat als Projektion ent- 
weder eine Gerade oder ein ebenes Flächenstück, je 
nachdem das Frojektionszentrom ebenfalls in der Ebene des 
FlSchenstttckes liegt (Fig. 8), oder nieht (Fig. 9 s. £ S.). Ein 
gekrümmtes FläclienstUok hingegen besitzt als Projektion 
stete ein ebenes Flächensttlck, wenn nicht gerade der Aus- 
nahmefall vorliegt, dafs das zn projizierende FlSchenstUok 
einer Kegelfläche angefahrt, deren Spitze das Projektions- 
zentrum ist. In diesem beBonderen Falle erhält man als 
Projektion des in Bede stehenden FläohenstUcks eine ebene 
Kurve. 

7. Die Projektion eines Kfirpers ist stets em Flächen- 
sttlck der Projektionsebene, welches die Projektionen aller 
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SD dem Körper Torhaudenen Ponkte, Linien und Flachen 
enthält (B. Fig. I). 

Kennt man die Lage des ProjektionszeDtrams and der 
ProjektioQsebeDe, so ist jedesmal, sobald irgend ein rSnm- 
licbes Gebilde gegeben ist, dessen Projektion eindeutig 
bestimmt, da jeder zu dem vorgelegten Gebilde gehörige 
ProjektionsBtr^ die Projektionsebene in je einem ganz 
bestimmten Punkte triSl. Ist dagegen bei festgesetzter Lage 
des Frojektionszentrams und der Projektionsebene in der 
letzteren beispielsweise ein Punkt A' gegeben (s. Fig. 2), 
so kann man noch keineswegs sagen, zu weißhem Raum- 
punkte der Punkt A' als Projektion gehOrt. So gut wie 



der Punkt A! die Projektion des Punktes A sein kann, 
kann er auch als Projektion zu jedem anderen Pnnkte 
A^, A^, -^8 • ■ ■ gehören, welcher auf dem Projektionsstrahle 
PA' liegt. Während also jeder Punkt des Uanmes bei 
gegebener Lage des Projektionszentrums und der Projektions- 
ebene nur eine Projektion besitzt, kann jeder Punkt der 
Projektionsebene die Projektion von unzählig vielen in 
gerader Linie gelegenen Raumpunkten, oder auch, was wir 
sogleich hinzufügen wollen, die Projektion der durch ihn 
und das Projektionszentrnm gehenden Geraden sein (s, Fig. 3). 
Durch jeden Punkt der Projektionsebene ist nur 
der zugehörige Projektiousstrahl bestimmt, aber 
nicht mehr. 



fi 4. Die TCTacUadMHB Proj^ÜMnitML g 

Was in Betreff eines einxelnen Puiktes der Projektions- 
ebene gilt, bleibt natürlich ueh für eine Mehrfatüt tob 
Punkten derselben ^tig. Ist z. B. irgend eine beliebige 
Figur in der Projektionsebene gegeben, die als Projektion 
eines nach Lage, Gröfse nnd Gestalt noch nicht bekannten 
Ranmgebildes ao^fafst werden soll, so läTst sich, wenn 
nichts weiter als jene Ugar bekannt ist, nur angeben, auf 
welchen einzelnen Projektionsstrahlen die ngeordneten 
Punkte des Kanmgebildes liegen müssen, nicht aber an 
welcher Stelle der betr. Projektionsstrahlen sie sa suchen 
sind. Za einer nnd derselben Frojektionsfigor kOnnen un- 
zählig viele nach Lage, Gestalt und GrOfse verschiedene 
Baumgebilde als zugehörig angegeben werden. 

Wenn daher bei gegebener Lage des Projektions- 
zentrums und der Piojekttonsebene das zd einer gegebenen 
Projektionsfignr gehörige räumliche Gebilde nach Lage, 
GrOfse und Gestalt eindeutig bestimmt werden soll, so 
mtUsen noch weitere Angaben hinzukommen. Ohne hier 
schon auf die näheren f^zelheiten einzugeben, schliefaen 
wir Torlänfig mit dem Satze: 

„Jede Figur der Projektionsebene kann 
die Projektion von unzählig vielen räam- 
licheo Gebilden sein." 



§ 4. Die verschiedenen Projektionsarten. 

Hat das Projektionszentrum P einen endlichen 
Abstand von der Projektionsebene fl (a. Fig. 10), so 
haben zwei Frojektionsstrahlen, die nach zwei verschiedenen 
Punkten A und B der Projektionsebene hingehen, auch 
verschiedene Richtungen im Baume. Der BichtnngBunter- 
schied wird gemessen durch den Winkel A PB = e. Nehmen 
wir jetzt an, dafs das Projektionszentnim P anf dem Pro- 
jektionsstrahle A P immer weiter von der Projektionsebene II 
fortrückt, so wird der zum Punkte B gehörige Projektions- 
strahl beständig seine Bichtnng ändern, während der zu A 
gehörige Strahl seine Richtung beibehält Dabei ändert 
sich aber auch beständig der Richtungsnnterschied der 
beiden Projektionsstrahlen. Ist z. B. das P^ojektiooszentrum 
nach P^ gelangt, so ist der fragliche Richtnngsnnterschied 
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gelben dnrch ^APfB^t,, für die Lage P, des Pro- 
jektionszentrama bat man den KiobtangHnnterBebied ^ AP^B 
^ «, n. B. w. Äufl elemeDtarpIanimetriscbea Grttnden dbei 
folgt: 

6>e, >fi, n. B. f., d.h.: 

Je weiter sich das Frojektionszentrain P von der Pro- 
jektionsebeoe 77 entfernt, um bo kleiner wird der Bicbtmigs- 
nntersebied der aacb zwei belieben Punkten A und B der 
Ebene n gehenden ProjektioDBatTahlen. 



_— B=^ 




AndereiseitB sieht man, dafa, wenn £Q die Parallele 
doroh B za AC ist, diese Gerade BQ mit BP eben&lls 
den Winkel e bildet. Gtuiz entsprechend ist -^ QBP, = e,, 
^ Q£P, :=e, a. B. f. Je weiter deshalb das FrojektionS' 
zentnun wegrtlokt, nm so mehr dreht sicli der za B gehörige 
Projektionsstrahl nm den Pnnkt B anf die Gerade BQ za. 
Ist der zu B gehörige Projektionsstrahl nahe daran, mit 
BQ zusammenzufallen, so sind die beiden nach A and B 
gehenden Projektionsstrahlen nahezu parallel, und ihr Schnitt- 
ponkt, nämlich das Projektionszentrum, hat ^en sehr 
grofsen Abstand von der Projektionsebene Jl. Fällt aber 
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g 4. Die Terschiedenen Projektionsurten. H 

der ZD B gehörige Projekttonsstrahl mit der Geraden BQ 
znsammen, sind also die beiden za A nnd B gehörigen 
ProjektioDsstrahlen parallel, duin kann man die beiden 
Strahlen AP nnd BQ so weit verl&igern, wie man will, 
ohne dafs nuin za einem Uberfaanpt erreichbaren Schnittpunkt 
der beiden Strahlen kommt Will man aber, des gleich- 
mäfsigen Aosdrucks halber, in diesem Falle auch noch Ton 
einem Schnittpunkt der beiden Projektionsstrahlen reden, so 
weife man, dafs sein Abstand tob der Projektionsebene 
gröfser ist als jede noch so grofse endliche Entfernung. 
Man sagt in diesem Falle: Das Projektionszentrnm ist 
„unendlich weit" entfernt von der Projektionsebene. 

Umgekehrt aber kann auch geschlossen werden: Liegt 
das ProjektioDBzentrnm unendlich weit entfernt, so 
sind die Projektionsstrahlen parallel. 

Man nennt nun jede Projektion, bei welcher das Pro- 
jektionBzentmm einen endlichen Abstand von der Projektions- 
ebene hat, eine „Zentralprojektion", Jede doroh parallele 
Projektionsstrahlen erzeugte Projektion heiCst eine „Parallel- 
projektion". 

Treffen im letzteren Falle die Projektionsstrahlen die 
Projektionsebene nicht unter rechtem Winkel, so hat man 
es mit der „schiefen Parallelprojektion" zn thun. 
Stehen hingegen die Prcyektionsstrahlen senkrecht auf der 
Projektionsebene, so liegt der Fall der „geraden" Parallel- 
projektion vor. 

In dem vorliegenden Bande spielt die Hauptrolle die 
gerade Parallelprojektion; sie beherrscht die ganzen hier 
entwickelten Betrachtungen, nachdem zunächst aus rein 
praktischen GrUnden die GmndzUge der schiefen Parallel- 
projektion entwickelt sind. 

Im zweiten Bande sollen dann in den „Anwendungen 
der darstellenden Geometrie auf Schattenkonstmktionen, 
Beleuchtungslehre und Perspektive" die anderen Projektions- 
arten zur Geltiing kommen. 
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Die Parallelprojektion. 



I. Abschnitt. 

Die schiefe Parallelprojektioa. 

§ 5. Über die OrSfae der Frojektioii einer Strecke. 

AoTeer den im § 3 an^efulirten, ftlr alle Projektions- 
arten in gleicher Weiae gültigen Sätzen bestehen für die 
ParallelprojektioneD ein^ LehnStze, deren Kenntnis nützlich 




n«. 11. 



und wichtig zugleich iBt. Es sei (Fig. 11) TT die Projektions- 
ebene; die Kiehtung der parallelen Projektionsstrahlen sei 
angegeben durch den links oben beigefügten Pfeil p. Die 
beiden Projektionsstrahlen s^ bezw. «^ treffen die Projektions- 
ebene E in den Punkten A' bezw. B'. Die Verbindungs- 
linie A' B" ist dann der Schnitt der durch die beiden 
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§ 5t Cbtr aia QwBb» 4v Pi^Wm omt Stncke. 13 

pualleleo Geradoi «, und ^ bestinmtai pnyixieraDd«B 
Ebene mit der ProjektMnsdieoe n. Die Strecke ^ B kann 
die Proj^tioo jed» Strecke sein, welche iigoid einen Punkt 
der Geraden *, mit irgend einem Punkt der Crer»den t^ 
Terbind^ Soldie Strecken aind x. B. A^B^, -^^k ■^^■ 
Ist die betrefiende Strecke ^J3 der ProjektionBebeDe tl 
parallel (Fl^. 12), m ist AB RA' täa Parallelogramm, also 




AB\\A'B' sowie AB = A'B'. Dieses Ergebnis liefert 
den Satz: 

„Die ParallelprojektioD einer zur Pro- 
jektionsebene parallelen Strecke hat die- 
selbe Richtung and Länge wie die Strecke." 
Ist die gegebene Strecke A B nicht parallel zur Pro- 
jektionsebene, so wird im allgemeinen ihre Parallelprojektion 
A'B' eine andere Länge haben, and zwar kann sie sowohl 
kleiner als auch gröfser wie die Strecke A B, in einem 
besonderen Falle jedoch auch noch gleich ihr sein. Um 
diese verschiedenen Möglichkeiten klar za trennen, mufs 
folgende einfache Überlegung aosgefUhrt werden. In der 
durch die beiden projizierenden Strahlen AA' und BB' 
bestimmten Ebene wollen wir uns darch den Punkt A alle 
mOgli chen Strahlen gezogen denken, was wir erreichen, 
wenn A der Reihe nach mit sämtlichen Punkten der Ge- 
raden BB" verbunden wird. Die Gesamtheit aller dieser 

r.,,i, .. .A'OOt^lc 
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dnrch Ä gehenden, in einer Ebene gelegenen Geraden nennt 
man ein „StrahlbUsctiel'', dessen „Mittelpunkt" der 
Funkt A ist Von den Strecken, welche die beiden parallelen 
Geraden AA' nnd BB' anf den Strahlen dieses Büschels 
abechneiden, ist eine am kleinsten; es ist da« die Strecke 
AC, welche die beiden parallelen Projektionsstrahlen AA' 
und BB' rechtwinklig schneidet und somit den kttizesten 
Abstand der beiden Parallelen darstellt. Von den übrigen 
Strecken sind immei diejenigen einander gleich, welche 
sj^metrisch in Bezug ^.ai AC liegen. So \äiAB^^=AB^; 
AB=AB; AB^=AB^; AB^ = Aß^ n. s. f.,_wenn 
CB^=CB^; CB=CB- CB, = CB,; CB^^CB,,... 
ist. Ferner ergiebt sieh ebenfalls ans elementaren Gründen, 
daTs 

-<CI:}<{ll}<{l|}<{::i:}-"^"- 

immer die vorher genannten paarweis gleichen Strecken 
durch eine { ) - Klammer zosammengefarst sind. 

Vorher war gezeigt, dafs die der Projektionsebene II 
parallele Strecke A B dieselbe Länge hat wie ihre Pro- 
jektion A' B'-^ folglich hat auch die zn AB in Bezug auf 
AC symmetrisch gelegene Strecke AB dieselbe Länge wie 
A B, obgleich A B nicht parallel zn 77 ist. 

Alle zwischen A B und A B gelegenen Strecken A 5^, 
AC, A Bj .. . sind dann, wie unmittelbar folgt, kleiner als 
ihre Projektion A' B", während jede der dann noch übrig 
bleibenden Strecken ^ ^g, AB^, AB,, ABg... gröfser als 
die zugehörige Projektion A'B' ist. 

Vergleichen wir die Winkel, welche die Strecke und 
ihre Projektion mit der Richtung der Projektionsstrahlen 
bilden, nnd ziehen wir dabei, sofern es nicht gerade rechte 
Winkel sind, immer die spitzen Winkel in Betracht, so er- 
gebt eich der folgende Satz: 

„Die Parallelprojektion einer Strecke ist 
kleiner, ebenso grofs oder gröfser als die 
Strecke, je nachdem die Projektionsstrahlen 
von der Strecke unter kleinerem, ebenso 
grofsem oder gröfserem Winkel geschnitten 
werden als von der Projektion der Strecke." 
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GebDit die m projisieiende Streeke AB emer pnw 
^eiaidai Ebene an, in welcher die tnr Projektionsebene 
parmUde Siehtnng £e Kehtnng d^ Prajektionastnhlai 
senkredit Bckneid^ bo nehnadet anefa die Injektion A' B" 
der Strecke die iStijektioiiBstnhlen immer onter rechtem 
WinkeL Dann kann also der Winkel, den die sa pro- 
jizierende Strecke mit der FrojektioDSStrahlmrifihtDng bildet, 
nur kleiner oder hDchstens gleich dem Winkel BÖn, den die 
Projekt!«! mit der Rkfaton^ der PrtyektioosstrahleD bildet, 
M dab der Satz gilt: 

„Alle Streckeo, die solchen projisierenden 
Ebenen angehören, in welchen die zur Pro- 
jektionsebene parallele Richtnng die Pro- 
jektionsstrahlen rechtwinklig schneidet, 
haben Projekt! ODen, die entweder ebenso 
grofs oder kleiner als sie sind, je nachdem 
die ZD projizierenden Strecken parallel 
oder nicht parallel zur Projektionsebene 
sind." 
Hat man es insbesondere mit der „geraden Parallel- 
projekHon" za tbun, bei welcher ja sämtliche Projefctions- 




strahlen die Projektionsebene //rechtwinklig treffen (Flg. IS), 
so werden anch alle znr Projektionsebeoe parallelen 
Kicbtnugen von sämtlioben Projektionastrablen rechtwinklig 
getroffen. Folglich besteht fttr den Fall der geraden Parallel- 
projektion ganz allgemein der Satz: 

D..:,l,-... :A'01">1^[C 



Die PkrftUfllproJektioB. 

„Die gerade Parallelprojektion einer 
Strecke iat ebenso grors oder kleiner als 
die Strecke, je naobdem die zu projizierende 
Strecke zur Projektionsebene parallel oder 
Diebt parallel ist." 
In der Fig. 13 iat A' B" <: A B^, dagegea A' B' = A B. 



§ 6. Über die Richtnng der Projektion einer Strecke. 

Wir wollen jetzt feBtstelJen, wie eine Ändening der 
Richtung der Projektionsstrahlea die Lage der Projektion 
einer Strecke beeinflnfst. Es sei ^ C^" die Projektion der 
die Projektionsebene im Punkte A treffenden Strecke AC 
bei der durcb den Pfeil p^ bezeichneten Richtung der Pro- 
jektioQBstrahlen (Fig. 14). Wird die Richtung der Pro- 




jektionsstrahlen so geändert, dafs dabei die xn AC gehörige 
projizierende Ebene keine Veränderung der Lage erf&hrt, 
80 iHIIt die Projektion von AC nach wie vor in die dnrob 
die Punkte A und C,' bestimmte Gerade; nur die GrOfae 
der Frojektioa wird geändert, und allenfalls kann die Pro- 
jektion innerhalb der Geraden A C^' ihre Richtung wechseln. 
In der Fig. li ist dieser Fall TerauBohaulicht durch die 
Strecken AC,' und ACg', zu welchen die durch die Pfeile 
p, bezw. pg angedeuteten Richtungen der Projektiousstrahlen 
gehfiren. 



S 6. Über 4w Dithtwe «r PnjiktiM tämt StnA«. IT 

Anbudem aber kann £e Andenmif der Pn^j^thM»- 
BtraMfarirfitanp g(r «MgA, dkb dabei auch die to :4 C 
geberige projineraide Eb^e eine L^ererlndeniag eiftM^ 
indem sie neb am AC dreht Dann mnfs die Projektion 
TOn A C sieb in der PröjektionsebeDe n nm den Punkt Ä 
dreboi, womit eine Änderung der lAngg Hand in Hand 
geben kann. Diese zweite Art der Änderung wird in 
Fig. 14 daigestellt dnreh die Strecke A C' woed die durch 
den Ffeü p« festgelegte Richtnng der Projektionsstrahlai 
gebort 

Aus dem Vorstebotden kann nun geschlossen werden, 
dalä jede durch den Pankt A in der Projektions- 
ebene /7 gezogene Streeke^i^ als sohieffi Parallel- 
projektion der Strecke ^C aofgefafst werden kann. 




Es ist dabei vOllig gleichgültig, welche Länge and Richtung 
die Strecke AC hat. Sobald aber irgend eine Lage y<mi 
A C fixiert ist, ist damit auch die Rtchtncg der FrojektiooB- 
strahlen endgültig festliegt. Soll z. B. {Fig. 15) A C,' die 
Projektion ton A C sein, so haben Bämtliche Ptojektions- 
fitrahlen die Richtimg der Geraden CG,'; wäre aber ACJ 
ti» Projektion von A C gewählt worden, so würde die 
Riebtang der Projektionsstrahlen daroh die Riohtang von 
CO,' gegeben sein. 

Insbesondere kann daher aaoh, so lange über die 
Ricbtong der Projektionsstrahlen noch keine Entscheidung 
getroffen ist, die Projektion «iaer zor Projektionsebene n 

SehiSlai, DmntalltBls OHBttti*. 2 , 
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senkreehten Strecke B D, welche n im Punkte B triA, dnroh 
eine beliebige in n durch B gesogene Strecke, etwa B Z/, 
dargestellt werden (Flg. 15). 



§ 7. Frojektionen einibdier CrebUde in Farsllel- 
stellang. 

Werden zwei parallele Geraden A^ B^ nnd A^ B^, 
welche die Projektionsebene U in den Punkten vL besw. A^ 
treffen, durch Parallelstrahlea von beliebiger Bicntong pro- 
jidert (Fig. 16), so rnttssen aaa bekannten stereometrischeo 
OrUuden ^e projidereuden Ebenen parallel sein und deshalb 




die Projektionsebene /7 In parallelen Geraden schneiden. 
Deshalb besteht der Satz: 

„Parallele Geraden haben parallele Pro- 
jektionen." 
Nimmt man anf A^ B^ ond A^ B^ die ganz beliebig 
gelegenen Funkte C^ bezw. C, an, _deren FrojektioneD C^^ 
bezw. C^' sind, ab folgt aus der Ähnlichkeit der beiden 

Dreiecke A^ C^ C,' and A^ C, C,', dafs ^ A = * r '^ 

Wird der gemeinsame Wert dieser beiden Verhältnisse 
mit m bezeichnet, so ist: 

^jC/ = m.^C, nnd ^,C/ = in.^,C,. 
Dabei kann m je nach der Bichtong der Projektions- 

r.,,i, .. .A'OO^IC 
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Btrahten ^ t sein. Ist m <[ i, so wird doreh AosfBhrung 
der Proj^tioD in der Projektions- oder Bildebene ein ver- 
kleinertes Bild der projizierten Streeke hergestellt; im Falle 
m ^ i entsteht ein TergrCfsertea Bild ; f tir m= 1 dagegen 
findet weder Vergrörsenuig nooh VeiUeinemng statt Be- 
Eeichoet man daher m als das „ProjektionsTerhältnis", 
80 kann man den Satz atiasprechen: 

„Parallele Strecken haben dasselbe Pro- 
jektionsTerhältuis." 
Als besonderen Fall dieses aUgemetnen Satxes merken 
wir den folgenden Znsatz: 

„Gleich lange parallele Strecken haben 
gleich lange parallele Projektionen." 
Fttr Strecken von Terschiedener Bicbtoog aber gilt der 
Satz: 

„Strecken von verschiedener Bichtnng 
haben im allgemeinen nicht dasselbe Pro- 
jekt! onsverhältnis." 
Im Anschlnfs hieran mögen noch einige Betraohtnogen 
über die Projektionen von ähnlichen Polygonen 




folgen, welche in p&rallelen Ebenen liegen nnd 
deren homologe Seiten parallel sind. Es seien (Fig. 17) 
A^A^AgA^A^ nnd B^B^B^B^B^ zwei in den paraUelen 
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Ebenen M und Af, gelegene Sholiebe Fünfecke, derm 
Seiten in der aus der Figur ersichtlichen Weise mit o^, a„ 
**8t ***> "c bezw. 6,, 6j, ig, i„ 6, bezeichnet sind. Ferner 
sollen die einander entsprechenden Seiten a^ und Ä,, a, 
nnd 6, u. 8. f. parallel sein. Die Projektionsstrahlen haben 
die durch den beigesetzten Pfeil markierte Bichtung. Dann 
ergiebt sich auf Grund der schon entwickelten Sätze, dafs 
die Projektionen entsprechender Seiten parallel sind und 
df^eibe ProjektionBverhältnis haben. Sind also a^' und \' 
bezw. die Projektionen von a. und 6,, so ist, sofern das 
zugebBrige Projektionsverhältnis mit m, bezeichnet wird: 



Oanz analog wird, wenn m,, m, . . . die sbngemäfse 
Bedeutung fitr die Seitenpaare (o,, &,), (og, &,)... mit den 
zugehörigen Projektionen (a^', 6,'), (o,', h^') . . . haben: 






6,' = «tg . 6, 
b^' = m^ .b^ 
*s' = ™B ■ ^8- 



Da aber die beiden Ftlnfecke A^A.A^A^A^ und 
B^ B^ £g B^ B^ als ähnKch Torausgesetzt sind, so mflssen 
die Verhältnisse homologer Seiten, gleich sein; es mnrs 
daher 

h_ — h. — h. — h.— h.— 



Folglich können die Gleicbongen ftlr 6j', fi,', b^' ... 
folgendermafsen geschrieben werden: 



l'; V = /*•"»'; V = ^- Vi 
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DieBe Gleiehangen besagen, dab die VerhältniBse ent- 
sprechender Seiten der Fiojektionafiguren sämflicb einander 
gleich Bind. Da im Übrigen die entepreehenden Seiten der 
FrojektionsfigiireD parallel sind, so sind anch die ent- 
sprechenden Winkel «,' und /j,', o,' und ß' a^' und 
ßj u. s. f. einander gleich. Folglich sind die Projektionen 
Ä^' A^' A^' A^' A^' und B'B^'Bg'BJB^' der betrachteten 
Fttnfecke einander ähnlieh. 

Hätten der Betrachtung allgemeine n-Ecke zu Grunde 
gelegen, so wäre die Schlnfsweise genau die gleiche ge- 
blieben, 80 dafs der Satz besteht: 

„Ähnliche Polygone, die so in parallelen 
Ebenen liegen, dafs ihre entsprechenden 
Seiten parallel sind, haben ähnliche Pro- 
jektionen." 
Wichtig ist noch der Fall, dafs das zu wojizierende 
ebene Polygon in einer zur Projektionsebene U parallelen 
Ebene liegt. Dann sind gemäfs § 5 die Projektionen der 
Seiten diesen selbst an Länge gleich. Andererseits aber 
stimmen auch die Winkel der Projektionefigur mit den ent- 
sprechenden Winkeln des projizierten Polygons der Gfröfse 
nach ttherein (nach dem Satze Über Winkel mit parallelen 
Schenkeln). Folglich gilt der Satz: 

„Die ParallelprojektioD eines der Pro- 
jektionsebene parallelen ebenen Polygons 
ist diesem selbst kongruent." 
Dieser Satz ist enthalten in dem folgenden allgemeineren 
Satze: 

„Die Parallelprojektion jeder zur Pro- 
jektionsebene parallelen ebenen Figur ist 
dieser selbst kongruent." 
Demnach gilt der weitere Satz: 

„Kongruente zur Projektionsebene par- 
allele ebene Figuren haben kongruente Pro- 
jektionen." 
Bei diesem zuletzt genannten Satze ist es indessen 
nicht mehr erforderlieh, dafs entsprechende Seiten der zu 
projizierenden Fignren einander parallel sind; vielmehr 
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können die betreffenden Figuren in ihren anter einander 
parallelen Ebenen jede beliebig Lage haben. 




Verauschanlicht sind die soeben genannten Spezialfälle 
in Fig. 18. 



g 8. Schiefe Farallelprojektion toh ebenen, zur 
Projektionsebene senkrechten Gebilden. 

Indem wir jetzt dazu übergehen, nach den im vor- 
stehenden entwickelten Lehrsätzen fttr einige ebene nnd 
körperliche Gebilde schiefe Parallelprojektionen zu kon- 
strnieren, wollen wir vor allen Dingen betonen, dafa es in 
der Absicht geschieht, nns ein Mittel zn verschaffen, dnrch 
welches wir die räumliche Vorstellung ganz wesentlich 
nnter8tttt2en..and fljrdern können. Darum werden wir auch 
später des Öfteren Gelegenheit nehmen, dort, wo wir dem 
Leser die gegenseitige räamliche Lage der in Betracht ge- 
nommenen Gebilde von vornherein Üar illustrieren wollen, 
diese schiefe FarallelprojektioQ mit Vorteil zn benutzen. 

Die Projektionsebene sei hierbei stets die 
vertikal gehaltene Zeiehenebene. 

1. Es soll die schiefe Parallelprojektion eines 
zur Projektionsebene senkrecht stehenden Recht- 
ecks ABCD bestimmt werden, dessen Seite AB 
horizontal gerichtet ist und zugleich in der Pro- 
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jektionsebene li«grt. In ier Fig. 19 ist die wahre Ge- 
stalt des ZD projizterenden Rechtecks anter a) angegeben. 
Die Seiten Alf and BC stehen in A bezw. B seiüirecbt 
Eor Zeichenebene; die Seite CD ist parallel mr Zeichen- 
ebene und zn A B. Die Seite A B fällt mit ihrer Projektion 
msammen; die Projektionen der gleich langen und parallelen 
Seiten A D und B C mttssen ebenfalls gleich lang und parallel 
sein; .ihre GrSfse und Richtung indessen hängt ab von der 
Richtung der Frojektionsstrahlen. Wir wollen nitn fisstsetzen, 
dafs die Projektion einer znr Projektionsebene 
senkrechten Strecke mit der horizontalen Riohtnng 
in der Projektionsebene einen Winkel von v^^iS** 
(bezw. 185") einschliefsen soll, wenn nicht etwas anderes 
ansdiUcklicb bestimmt wird. Femer mSge das Projektions- 




rerhältnls, welches zn dieser Richtnng gehört, den 
Wert m = i[ haben, so dafs also jede zur Bildebene 
senkrechte Strecke in der Bildebene in halber OrOfse er- 
seheint. Hiernach erhält man die schiefe Projektion des 
Rechtecks AB CD, wenn man unter 45" geneigt gegen AB 
die Parallelen A D' nnd B C zieht und beide gleich \AD 
macht (Fig. 19 b). 

Über den Winkel, unter welchem die Zeichenebene von 
den Projektionsstrahlen getroffen wird, giebt jdas auf der 
Zeiehenebene senkrecht stehende Dreieck SCf7 Aufschlnfs. 
Dreht man dasselbe um die Seite BO, bis es in die 
Zeichenebene fällt, so erscheint es in derselben in seiner 
wahren Oestalt; dann sieht man, dafs der Neigungswinkel 
der Projektionsstrahlen gegen die Zeichenebene gegeben ist 
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durch dea Winkfel 5 CC^o. Da. nun 5(7=256* ist, 
ao ist eotfa^=\ nnd folglicb a^=ö3''26'. 

WUxde man tn = 1 gewählt haben, vas bedeateQ wttrde, 
dafa alle zot ProjektionBebeDe senkrechten Strecken in 
wahrer GrSbe projiziert erscheioen Bollen, so würden die 
Frojekttonsstiahlen unter 45** Ne^ong aof die Frojektions- 
ebene fallen. Bei dieser Festsetzung hat die ProjektioB des 
vorher gegebenen Bechtecks AB CD die in Fig. 19c ge- 
z«^inete Q«BtalL 

Dafs ffie Projektionen von AD und BC unter v =~ 45" 
Neigung gegen AB gezogen wurden, ist deswegen beqaem 
und praktisch, weil sich dann stets das gleichschenklig 
rechtwinklige Zeiohendreieck benutzen Iftüst. Im Übrigen läuft 
^e&e Festsetzung daraaf hinaus, dsfs die zu den Senkrechten 
auf der Projektionsebene gehörenden projizierenden Ebenen 
unter 45" gegen jede Horizontalebene geneigt sind. 







n». so. 

2. Es ist die schiefe Parallelprojektion eines 
in einer Horizontalebene gelegenen Polygons, z, B. 
eines-beliebigen FünfeckB zu beatimmen. Das Polygon 
sei gegeben durch die Figur 20 a und mit ABC DE be- 
zeichnet. Es Bei A' (Mg. 20b) die Projektion des Eck- 
punkts A. Zur Bestimmung der Projektionen der übrigen 
Eckpunkte ziehen wir in der Ebene des Fünfecks die zur 
Projekdoneebene parallele Gkrade FG durch den Eckpunkt 
A und fällen anf FG von B, C, D, E die Lote, deren 
Fufspunkte bezw. B,, C„ D^, jE, sindl ■ Die Strecken AB^, 
A C^, AD^ und AE^ erscheinen in der ProjektionBebene in 
wahrer I^nge auf der durch A' gezogenen horizontalen 
Geraden i^(?'i es ist A' B' = AB^•, A'C^' = AC^, A' D^' 
= AD^ und A'E^' = AE^. In den Punkten 5^', C' D^', 
£,' werden dann unter c = 45* geneigt gegen P G' par- 
allele Cteraden gezogen, auf welchen wir bezw. 
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abtrag^ai. Verinndm wir noch die auf dnutder folmida 
Pnnkte J', ET, C, IT, P, eo vt in Fonfeek A'B'CI/E' 
die gesaebte Bcfai^ PmDelprojektitHi des gegeben« I^nf- 
eekfl ABCDE. 

3. Man bestimne die Bchiefe ParallelprojektioB 
eines in einer Horizontalebene grelegenen Kreises 
(Fig. 21), wenn die Projektion JT des Mittelpunktes U be- 
kannt ist. Diese Aufgabe wird nach demselben Prinxip 
gelOst wie die roiige Aufgabe. Der gegebene Kieis habe 
den Durchmesser AB. lü AB parallel iur Projektions- 
ebene, so pnrpiiert «eh AB als horizontale Strecke A'B" 
von gl^dier Länge mit dem Hittelponkte M', wäfarend da 




.■^ 


-.zU^ 


WrVSsr- 



zn AB senkreehte DnrchmesBer CD, der senkrecht auf der 
Projektionsebene steht, mr Projektion die unter y = 45* 
gegen A ' B geneigte Stirecke Oiy = \CD\aA dem Mittel- 
punkte W hat Die Projektion irgend eines Punktes P 
der Peripherie findet man, indem man die zum Durchmesser 
AB senkrechte Sehne PQ seht, M'Q = MQ macht und 
Q P" =^i^QP parallel zu WC zeichnet. Auf diese Weise 
können die Projektionen beliebig vieler Pnnkte des Kreises 
bestimmt werden. La der Regel genOgt es schon, für eine 
kleinere Anzahl von Punkten die Lage ihrer Projektionen 
zu bestimmen. Man teilt daher zweckmäfsig die Kreis- 
peripherie in etwa S, 12 oder 16 gleiche Teile ein. 

£s sei KL eine Tangente des Kreises mit dem Be- 
rtlhrnngspunkte J; K' L' sei die Projektion von KL, J* 
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diejenige des Pimktes J. Dann lie^ J* sowohl auf der 
Projektion des KreiseB, als anch anf deijenigen der Tan- 
gente KL. Alle anderen Pnnkte der Projektion des Kreises 
aber liegen anfserbalb JQ L', and zwar sämtlich auf der- 
selben Seite von Jf L'. Daher ist IC L' Taugente der Pro- 
jektioQ des Kreises mit dem BerUhrangspnnkte J". 

Um die Projektion von KL zn Bahnen, macht man 
KM'=:KM nnd aof der dnrch C m A' Bf gezogenen 
Parallelen O U ^=CL. — Die Berttcksichtigang der Lage 
der Projektionen einiger Tangenten ist zweckdienlich fUr 
die Kontrolle bei der Zeiehnnng der Projektion des Kreises; 
Insbesondere ist es nützlich, die Projektion des Tangenten- 
quadrats EFGH za beachten, dessen Seite EF\\ÄB ist 

Es soll Bchlieralich noch gezeigt werden, zn welchen 
Punkten der Projektion des Kreises die Tangenten gehören, 
welche senkrecht anf dem Durchmesser A' B' stehen. Denkt 
man sich alle mSgliehen Tangenten an die Projektion des 
Kreises gezogen, so giebt es daronter immer gerade je 
zwei, die einander parallel sind. Parallel zn A' & sind die 
in C nnd Jy berührenden Tangenten. Jede andere Tan- 
gente bildet mit A' B' einen gewissen Winkel; zwei giebt 
es, die zu ^ B' senkrecht sind. Die zn A' B senkrechte 
Bichtnng kann nnn ebenfalls angegeben werden durch das 
von G anf A' B gefällte Lot C ^^. JW A* aber ist die 
Projektion der gleich grofsen Strecke MN\ folglich ist 
C N' die Projektion der Verbindongslinie CJV, nnd es 
mllssen die zu CN parallelen Kreistangenten RS und TU 
diejenigen Tangenten sein, deren Projektionen zu A' B" senk- 
recht sind. Hat man also die Lage der Pnnkte A' BIO 1/ 
festgelegt, so fUUt man von C das Lot £?jV anf A'B^^ 
macht MN^M' N', fällt von M das Lot auf CiV, welches 
den Kreis in V^ und V, trifft und zieht endlich RS und 
TU durch V^ bezw. V^ parallel zu CN. Macht man dann 
W R' = MJi und M'r = M T, so sind die zu A'B' durch 
B' and 7" gezeichneten Senkrechten die gesuchten zn .il'^* 
senkrechten Tangenten der Kreisprojektion. 

4. Die schiefe Farallelprojektlon irgend einer 
in einer Horizontalebene gelegenen Kurve läTst sich 
nach demselben Verfahren zeichnen, sobald die Lage der 
Projektion irgend eines Punktes der Horizont^ebene gegeben 
ist. Kb sei (Fig. 22 a) c die ihrer Gestalt nach gegebene 
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Kurve. Der Punkt A der Karvenebene habe Beine Pro- 
jektion in A! (Fig. 22 b}. Dann zäekt man in der Karren- 
ebene doreh Ä die znr Projektionsebene parallele Gerade g, 
eovie in der Prnjektion§ebeue daroh A' die Projektion g' 
TOn g. Die Projektion irgend einen KarrenpunkteB, z. B. 
ron B, erhält man, wenn man BB^ Lg zi^it, A' B^ = AB^ 

*" A. Sf a^ ^* B't 




macht und durch B' unter 45" Neigung gegen / B^' B" 
= ^ 5i Ä zeichnet. Bestimmt man so die Projektionen von 
beliebig vielen Kurvenpunkten, so ergiebt sich durch Ver- 
bindung der auf einander folgenden Punkte die Projektion 
fi' der Kurve c 



§ 9. Übungsaufgaben. 

1. Es sollen in schiefer Parallelprojektion [> =: 45", 
m ^ }] dargestellt werden die folgenden in einer Horizontal- 
ebene gelegenen Gebilde: 

a) ein Quadrat, dessen eine Seite in der Projektions- 
ebene liegt; 

b) ein Quadrat, dessen eine Diagonale der Projektiona- 
ebeoe parallel ist; 

c) ein Parallelogramm , dessen eines Seitenpaar der 
Projektion Bebene parallel ist; 

d) ein Parallelogramm, Rechteck, Qoadrat, wenn weder 
eme Seite noch eine Diagonale der Projektionsebene 
parallel ist; 

e) ein gieichseitiges Dreieck, dessen eine Seite parallel 
znr Projektionsebene ist; 

f) ein gleiehseitiges Dreieck, dessen eine Seite senk- 
recht zur Projektionsebene ist; 

g) ein gleichseitiges Dreieck, dessen eine Seite unter 
45" gegen die Projektionsebene geneigt ist; 

h) ein ungleichseitiges Dreieck in beliebiger Lage; 
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i) ein re^lm^siges Pttnfeck, Sechseck, Achteck, Zehn- 
eek mit einer zur Projektionsebene parallelen oder 
senkrechten Seite; 
k) eia ans zwei koszentrisohen Kreisen gebildeter 

Kreisring; 
l) ein ans zwei nicht konsentrieohen Kreisen gebildeter 

Kreishng; 
m) ein in beliebiger Lage befindliches nngleichseitigeB 
Dreieck mit dem nmgeschriebenen, dem eingeechrie' 
benen und den angeBchriebenen Kreisen. 
2. Es sollen die unter 1) genannten Aufgaben für 
a) y = 30, m=4; b) v = 30^ m = ^; c) ^ = 45», m=l; 
d) * = 60", m = ^ ausgeführt werden. 



§ 10. Schiefe Parallelprojektion von einfachen 
Körpern. 

Es ist jetzt leicht, auch für einfache körperliche Ge- 
bilde, die sich in gewissen, häufig rorkommenden Haupt- 
stelloDgen der Projektionsebene gegenüber befinden, die 
schiefen Parailelprojektionen zn entwerfen. Wir nehmen 
dabei wieder »' = 45'', m = \. 




1. Schiefe Projektion eines auf einer Horizontal- 
ebene stehenden senkrechten Prismas. Die Gmnd- 
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ä&che sei z. B. ein beliebiges Fünfeck ABCDE von der 
durch Fig. 23a gegebenen Gestalt, welcbes zn der Pro- 
jektion&ebene im Übrigen eine willkttrliehe Lage bat. Die 
Hohe des Prismas sei gegeben doroh die Strecke FG = h. 
Nachdem die Projektion A! B G ly E der horizontalen 
Grundfläche nach der in § 8, 2 geschilderten Methode 
erhalten ist (Fig. 23 b), erhält man die Projektion 
A^B^C^D^k^ der oberen Endfläche A^B^C.D^ des 
Prismas, wenn man in den Punkten A\ B', 6", D', E" senk- 
recht zur horizontalen Richtang der Projektionsebene in der 
letzteren die Strecken A' A,', B'B^', CC^', D' D^\ E E^ 
sämtlich gleich der gegebenen Prismenhöhe EG = h zeichnet 
und dann die Verbindungslinien zwischen den aufeinander 
folgenden Punkten A^', B^', C,', !>/, J?,' zieht. Die 
Richtigkeit dieser Konstruktion ist dadurch begründet,- dafa 
erstens die zur Projektionsebene parallelen f^smenkanten 
Bämtlich gleich der PrismenbObe sind und femer ihren Pro- 
jektionen längengleich sein müssen. 




2. Schiefe Projektion einer auf einer Horizontal- 
ebene stehenden Pyramide (Fig. 24). Die Gestalt der 
Gxnndfläche, auch hier wieder als Fünfeck gewählt, sei ge- 
geben in Flg. 24 a; d(fft ist auch zugleich die Höhe der 
Pyramide FG = h gezeichnet and ferner zu sehen, dafs 
das von der Spitze S der Pyramide anf die Grundfläche 
gefällte Lot die letztere im Punkte L treffen soll. Die 
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sehiefe Projektion A'ffCD'E der OnmdflSche ^£f7i>£ 
erhält man in bekannter Weise, desgleichen die schiefe 
Projektion L' des Ponktes L. Dann zeichnet man noch 
L'S' = FG = h aenkrecht zur horizootaleii Richtnng der 
ProjektionBebene nnd erhält so durch Verbindong tod S' 
mit A\ Rf C, ly, E die gewänschte Projektion der 
Pyramide. 

3. Schiefe Projektion eines geraden auf horizon- 
taler Ebene stehenden Ereiscylinders. Fig. 25agiebt 
AofechloTs über die GrOfae der Basis K^ ond die Hohe 
FG=^ k des zn projizierenden Cylinders. In Fig. 25b ist 
znvtlrderst die schiefe Projektion JT^' der Orondfläcbe K^ nach 




dem in § 8, 3 aoHeinaadergesetzten Verfahren hergestellt, 
äaan Hj' M' = F G ^= h senkrecht zur Horizontalnchtung 
der Projektionsebene gezeichnet nnd endlich die zu K^' 
kongruente zweite K^' konstruiert. 

4. Schiefe Projektion eines -zar Projektions- 
ebene senkrechten geraden Kreiscylindeis (Fig. 26). 
In diesem Falle sind die Gylinderend^oben K^ ond K^ 
parallel zur Projektionsebene, tmd projizieren sich daher als 
■in K^ nnd K^ kongmente Kreise K^ bezw. K^' mit den 
Mittelpnnkten M/ resp, M^'. Die Strecke M^' M^' der 
Projektion der Cylinderacbse ist nnter 45" geneigt zdt 
Horizontalrichtong der Projektionsebene gezeichnet und ist 
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gleich ^M^M,, also gleich der Hälfte der Cylindeiachse 
gemacht 




5. Schiefe Projeklion eines geraden Kreis- 
kegeis, dessen Gmodfläohe in einer Horizontal- 
ebene liegt. Han erhält die verluigte Projektion, wenn 
man die Rejektion K' der Grundfläche K wieder nach 
g 8, 3 herstellt, dami im Hittelponkte M" von K" die Kegel- 




hohe M'S' = FG^k senkrecht zar Horizontalrichtung der 
Projektionsebene zeichnet nnd endlich von S' die Tangenten 
ao K' zieht (Fig. 27). Da, wie bei späterer Gelegenheit 
gezeigt werden wird, die hier erhaltene Projektion a* eine 
ElUpse ist, so hat man es zum Schlafs mit der Anf^be zu 
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thnn, Toa einem Ponkte S* aarserhalb der Gllipse K' die 
Tangenten an die Ellipse zn zieben. Dag mSge hier, bei 
diesen Torbereiteuden BetracbtDujren dadurch ausgefOhrt 
werden, daCs man das Lineal im Ponkte Sf so anlegt, dafe 
seine Kante die Ellipse mOglicbst gena« berlthrt. Die 
genane LBsmig der Aufgabe wird an anderer Stelle gegeben 
werden. 

6. Schiefe Projektion eines geraden Kreis- 
kegele mit zur Projektionsebene paralleler G-rund- 
fläche (Fig. 28). Für diese Stellnng des Kegels wird 
ähnlich verfahren wie bei (4). Es wird um die Projektion M' 
des Mittelpunkts M der Grundfläche Ä" der iC kongruente 
Kreis K' gezogen und dann von M' aus uoter 45" zur 





Horizontalrichtung der Projektionsebene geneigt die halbe 
Kegelhöhe Ji' 5' = ^ Fö = ^A gezeichnet. Der Uijmfs 
des Kegels ergebt sich, wenn noch von S' aus an £* die 
Tangenteii gelegt werden. 

7. Schiefe Projektion einer Kugel. Die Kugel 
habe den Durchmesser AB=d. Die gesuchte Projektion 
erhält man, wenn man sich alle diejenigen Kreise projiziert 
denkt, welche auf der Kugel durch ParallelebeneD' zur 
Projektionsebene ansgeschnitten werdea Jeder dieser Kreise 
hat als Projektion einen kongruenten Kreis. Den Radius 
irgend eines dieser Kreise findet man leicht auf folgende 
Weise: Es sei (Fig. 29 a) AT der in die Zeichenebene nm- 
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^legte zur Projektionaebene senkrechte Hanptkreis der 
Engel. Die im Abstände MN Tom Mittelpunkt Af senkrecht 
znni horizontalen Durchmesser CD dieses Ereises K ^le^ 
Ebene schneidet die Kugel in einem zur Projektionsebeoe 
parallelen Kreise K, dessen Radios die in N auf CD er- 
richtete Senkrechte NO ist {Fig. 29a), Bezeichnet nnn in 
flg. 29b M' die Lage der Projektion des Kngelmittelpunkts 
nnd A'B' die Projektion des zur Projektionsebene parallelen 
Kugeldoichniessers AB, so hat man zunächst in M' unter 
45" Neigung gegen A' ff die Projektion CD' des lur 
Projektionsebene senkrechten Durohmessers CD in halber 
Grfifse zu zeichnen. Dann trägt man auf M' C die Strecke 
M' N' = ^ MN ab und zeichnet nm N' mit dem Radius 
NO den Kreis K', welcher die Projektion des Kreises K 




darstellt Fflbrt man dieses Verfahren ftli hinreichend viele 
Kreise durch, so ergiebt sich die in Fig. 29b zur An- 
schannng gebrachte Projektion der Kugel. 

Anstatt die zur Projektionsebene parallelen Ereis- 
sehnitte zu projizieren, kann man auch das System der zu 
einer Horizontalebene parallelen und demnach zur Pro- 
jektionsebene senkrechten Kreisschnitte in bekannter Weise 
bestimmen, was indessen umständlicher ist als das soeben 
geschilderte Verfahren.' 



', Duitdlmd* OMiutil*. 
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§ 11. Wert der schiefen FaraUelprojektion. — 

B«gel ttber die Tersohiedene Art des Ansziehens 

TOD Linien. 

Darchmastert man die im § 10 ^gebenen ein&cben 
Beispiele von Bchiefen Parallelprojektionen, so erkennt man, 
dalB in allen beliandelten Fällen durch Anwendung der 
schiefen Parallelprojektion ein recht anschauliches ebenes 
Bild des betreffenden Körpers gewonnen wird. Es treten 
nicht nnr die Höhen- und Breitoaverbältnisse, sondern aaeh 
die Ti^enverhÜtnisse klar hervor. Als wesentlichstes 
Moment ist bei der schiefes Parallelprojektion der Umstand 
anzuschlagen, dafs alle mit der Projektionsebene parallelen 
Figuren, sofern der MaTsstab ungeändert geblieben ist, in 
ihrer wahren Gestalt ond G-röfse abgebildet werden. Bei 
geändertem Uafsstabe werden solche Figuren dnrch ihnen 
llhnlicbe abgebildet Aof Gmnd dieser Tfaatsacbe wird man, 
am von einem in schiefer FaraUelprojektion darzuatelienden 
Gegenstande ein möglichst wahrheitsgetreues Bild zu er- 
halten, die Projektionsebene von vom herein so wählen, 
dafa eine der hauptsächlichsten Ebenen des Gegenstandes 
ihr parallel ist. 

Daneben aber sind bei der Würdigung der schiefen 
FaraUelprojektion aach zwei nieht unwesentliche Mängel im 
Auge zu behalten. Zuerst mufs beachtet werden, d&Ts eine 
durch schiefe FaraUelprojektion erhaltene Abbildung nur 
dann einen der Wirklichkeit entsprechenden Eindruck des 
dargestellten Gegenstandes gewährt, wenn man die Ab- 
bildung in der Richtung der sobief auf die Projektionsebene 
fallenden Projektion»- oder Sehstrahlen betrachtet. Sobald 
das nicht geschieht, sobald man also eine solche Abbildung 
in gerader Ansicht betrachtet, ist der erzielte Eindruck stete 
ein fehlerhailer. Immer aber bleibt auch bei richtiger Seh- 
riehtnng der Nachteil bestehen, dafs das Auge des Be- 
schauers sich, wie es wegen des unendlich fem gelegenen 
Projektionszentnmis eigenäich verlangt werden moTs, nicht 
aas dem Bereich der Endlichkeit entfernen kann. 

Was den Winkel a betriff unter dem die Projektions- 
strahlen die Bildebene treffen, so wird die QrSfse desselben 
dnrebaus abhängen von dem besonderen Zweck, den man 
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bei HeiBteUnng einer schiefen Parallelprojektion gerade ver- 
folgt. Will man ans der Abbildung ancli die richtigen 
Tiefenmafse entnehmen kßnnen, ohne dafs man erst nötig 
hat, das Piojektioneverhältnis za berücksichtigen, so mnfs 
man bekanntlich m = l (a. S. 19), also cotg k ;= 1, d. h. 
o = 45" wählen. Im anderen Falle nimmt man, damit das 
Bild nicht zu sehr verzerrt erscheint, m <; 1, und daher 
a > 45" nnd < 90", Für »i ^ ^ ergiebt sich aus cotg a = ^ 
der Wert a ~ 63" 26' ; fUr m=:{ wird aus cotg a =- i 
der Winkel « = 71" 34', fUr m = i endlieh ans cotg a = \ 
a ^ 75" 58' bestimmt Man sieht daraus, dafs sehr be- 
deutende Unterschiede in der Strahlenrichtung durch die 
genannten besonderen Annahmen nicht bedingt werden, so 
dafs es ziemlich belanglos ist, ob man sieh fttr die Wahl 
des einen oder anderen Projektionsverhältnisses entscheidet. 
Es mag hier erwähnt sein, dafs z. B. bei Darstellung von 
Krystallformen meist m = -J gewählt wird. 

Im AnschlnTs an die im vorigen Paragraphen gebrachten 
Darstellungen ist aber noch eine zweite ergänzende Be- 
merkung zu machen, £3 wird dem Leser nicht entgangen 
sein, dafs in jenen Zeichnungen die verschiedenen Linien teils 

voll ausgezogen ( ), teils punktiert ( ) 

und teils endlich lang und dUnn gestrichelt ( ) 

sind. Dieser Unterschied ist darin begründet, dafs die voll 
ausgezogenen Linien bei der angenommenen Stellung des 
Auges für den Beschauer sichtbar sind, während die punktierten 
Linien immer solche Linien darstellen, welche durch andere 
zwischen ihnen und dem betrachtenden Auge gelegene Teile 
des dargestellten Körpers verdeckt werden und daher nnter 
diesen Umständen von dem Beschauer nicht gesehen werden 
können. Die gestrichelten Linien hingegen sollen stets 
HUlfelinien vorstellen, die lediglich dem Zweck der Kon- 
struktion dienen nnd demnach nicht selbst Abbildungen von 
Teilen des dargestellten KOrpers sind. 

Die hier gegebenen Festsetzungen werden auch in der 
Folge prinzipiell beachtet werden. 
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§ 12. Übungsaufgaben. 
Zeicboe in schiefer Paiallelpiojektioii (>> = 45'', m = ^):*) 

1. einen Würfel mit Iiorizontaler Qmndfl&che, wenn 
eine Seitenfläche der Projektionsebene parallel istj 

2. ein regelmäfsiges flecheaeitiges Prisma mit horizontaler 
Gnindffilehe, wenn eine Grandkante zur Projektions- 
ebene seßkrecht steht; 

3. ein regelmäfsiges Tetraeder, dessen eine Flftche in 
der FrojektioDsebene liegt and eine horizontale 
Kante hat; 

4. eine regelmäfsige acbtseitige Pjrramide mit hori- 
zontaler Basis, wenn keine drondkaate der Pro- 
jektionsebene parallel ist; 

5. einen geraden vierseitigen Pyramidenstnnipf mit 
quadratischer Gmndfläche in beliebiger Stellang; 

6. einen schiefen Cylinder mit kreisförmiger, zar Pro- 
jektionsebene püalleler Orandflftcbe nnd beliebiger 
H&he, wenn die Lage der Projektion des Baais- 
mittelponktes Bowie diejenige des Fafsponktes des 
Lotes, das vom Mittelpiüikte der anderen Endfläche 
auf die Basis getällt wird, bekannt ist. 

7. einen schiefen Ereiskegel mit horizontaler Gnmd- 
flSche, wenn der Neigungswinkel der Kegelschse 
gegen die Grundfläche iind aaber der Lage der 
Projektion des BasismittelpnnktB diejenige des Fufs- 
ptmkts der Eegeihßhc bekannt ist. 

8. einen geraden Kegelstampf mit horizontaler, kreis- 
flirmiger Basis, dessen obere Endfläche in ihrem 
Mittelpankte von einer Engel gleichen Dnrch- 
niessers berührt wird, 

9. einen auf der Spitze stehenden geraden hohlen 
Kreiskegel mit horizontaler Endfläche, in welchen 
eine Kugel von kleinerem Kadine hineingelegt ist; 

10. eine Kugel mit eingeschriebenem WUrfel, wenn eine 
Seitenfläche desselben horizontal liegt nnd ihre eine 
Diagonale zar Projektioneebene parallel ist; 

I Stücke bleibt dem 
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11. eine Engel mit nmgeschriebenein regelmäfsigem 
gecIiBseitigen geraden Friama, wenn die Basis des 
Prismas aof der Projektionsebene senkrecht steht 
and eine zur Projektionsebene parallele Kante bat 

12. zwei einander von aoTsen berührende Engeln, 
wenn die Verbindongslinie der Mittelpookte a) znr 
Projektionsebene parallel, b) zor Projektionsebene 
senkrecht ist. 
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n. Abschnitt 



Darstelltmg des Punktes^ der Geraden nnd 
der Elwne in gerader Parallelprojektion. 



§ 13. Die gerade Farallelprojektion des Punktes 
auf eine Ebene. 

Projiziert man einen Pnnkt P durch einen zur horizontal 
angenommeneD Frojektioosebeae n senkrechten Strahl auf B 
(Fig. 30a), so ist der Schnittpunkt P* des Projektionsatrahles 
mit U die Projektion von P. Durch P \&\ P völlig be- 




stiuimt, nicht aber umgekehrt dureb P aaoh die genaue 
Lage von P (e. § 3). Soll das Letztere der Fall sein, so 
mufs vielmehr noch ajigegeben werden, in "welchem Ab- 
stände von P' der Ranmpiinkt P auf dem Projektionsstrahle 
liegt Ist dieser Abstand a in einer bestimmten Längen- 
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einheit, etwa in MiUimetem (mm), gegeben, so kann es noch 
zweifelhaft »ein, ob der Punkt P auf dem Frojektionastrahle 
oberhalb oder unterhalb der Projektionsebene liegt. Diese 
Unsicberheit kann dnrch die Festsetzung gehoben werden, 
daTs jeder oberhalb der Projektionsebene gelegene Ranm- 
punkt einen „positiven", jeder unterhalb der Projektions- 
ebene gelegene Raompnnkt dagegen einen „negativen" 
Abstand von der ProjektiomiebeDe besitzen soll; jeder in 
der Projektionsebene gelegene Ranmpnnkt hat, wie selbst- 
verständlich ist, den Abstand „0'* von der Projektionsebene. 
Fugt man dieser Festsetzung gemäfs jedem Ponkt der 
Ebene II die mit dem richtigen Vorzeichen versehene Mafs- 
zahl des Abstands des betreffenden zugehörigen Kanmpnnkts 
hinzu, so ist man jederzeit in der Lage, sich ein klares 
Bild tlber die gegenseitige räumliche Lage einer Anzahl von 
Punkten zn verschaffen (Fig. 30b). 

Indessen ist anch sofort einlenchtend, dab, sobald die 
Anzahl der in Betracht zu ziehenden Punkte, welche das 
projizierte Gebilde bestimmen, eine schon etwas gröCsere 
ist, dann aach sehr leicht diese Art, durch gerade Projektion 
auf eine Projektionsebene ein Gebilde darzostellen, nur mit 
Muhe zu übersehen ist und dabei an dem Hauptmangel 
leidet, dafs nicht etwa wie bei der schiefen Parallelprojektion 
ein die Höhen-, Breiten- nnd Tiefenverhältnisse zugleich 
wiederspiegelndes Bild gewonnen wird. Ans diesem G-ninde 
ist die Verwendung einer einzigen Projektionsebene nur 
eine beschränkte. 

Besonders wird sie benutzt bei Terraindarstellungen. 
Die Projektionsebene hat dabei stets horizontale Lage. Die 
den Punktprojektiouen in diesem Falle beigefügten Zahlen, 
welche die betreffenden Höhen- oder Tiefenlagen angeben, 
beifsen „Koten", die Projektionen selbst „kotierte Pro- 
jektionen". 



§ 14. Zwei Projektionsebenen. — GrandriTs nnd 
AnMfs. 

Bei der Darstellung technischer Objekte werden meist 
zwei zn einander senkrechte Projektionsebenen U^ and' n. 
benotzt, deren eine, H^, stets horizontal gewählt wird und 
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die BeDenauig „Horixontal ebene" oder „erste Fro- 
Jektionaebene" fuhrt. Die andere //, mala dann vertikal 
lein und heifat „Vertikalebene" oder „zweite Pro- 
jektioDBebene" (Fig. 31). Die Sohnittlinie OX tod ^^ 
und n. heifit „Aehse" der Projektionsebaira. Sie teilt 
jede der beiden Projektionsebenen in Ewei Halbebeneo. 
Die beiden Teile von n^ nnterseheiden wir als nvordere" 
(0 X H, H,) and „hintere" {OXS^ ifj Hftlfte der Horizontal- 
ebene, diejenigen von ü, als „obere" {0 X V^ V^ and 
„untere" (0 X F, V^) mifte der Vertikalebene Der ganze 




unendliche Raun wird dnich die beiden Ebenen n^ und 7/, 
in vier „QaadraDten" ijeteilt; der „erste" Qnadrant wird 
von OXB.B, nnd OXV^ V,, der zweite von OXJB,H^ 
nnd OXFjK,, der dritte von OXB R^ nnd OXV^V^, 
der vierte von OXH^H^ nnd OXV^V^ begrenzt Scbeitel- 
qnadranteii sind einerseits der erste und dritte, andererseits 
der zweite nnd vierte Quadrant. 

Sämtliche zu n^ gehörigen Projektionsstrahlen stehen 
senkrecht auf /7, und sind daher parallel zu i7, ; ebenso 
ntlssen alle zu 7J, gehörigen FrojektioDsstrablen, weil »e 
seakredit auf i7, stehen, parallel zu n^ sein. 
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Durch jeden Pnakt P des Ranmes gehen stets zwei 
FrojektiooBstrahleB, deren einer senkrecht auf /7^, deren 
anderer senkrecht auf /7, steht. Die Schnittponkte P^ und 
P, dieser beiden Strahlen mit den zugehörigen Frojektiona- 
ebenen sind die beiden Projektionen des Fonktes P; ond 
xwar bezeichnen wir P^ als „Horizontalprojektion" oder 
„eiste Projektion" oder „Gciundrifs", P^ dag^eg^en ^s 
„Vertikalprojektion" oder „zweite Projektion" oder 
„Anfrifg" des Punktes P. 

Die Strecken PP^ nnd PP^ stellen die AbsUnde des 
Punktes P von der Hortzontalebene bezw. Vertikalebene dar 
und mOgen mit d^ bezw. d^ bezeichnet werden. Beztlglich 
des Abstandes d. setzen wir nun fest, nm Zweideutigkeiten 
zu renneiden, aafs d^ positiv oder negativ zu rechnen ist, 
je nachdem der betreffende Raumponkt P oberhalb oäer 
unterhalb der Horizontalebene liegt; fUr alle Funkte der 
Horizontalebene selbst ist d^ = 0. Ganz entsprechend wird 
d^ positiv oder negativ gereclmet, je nachdem der Ranm- 
pni^t P vor oder hinter der Vertikalebene liegt; fUr 4lle 
Pnnkte der Vertikalebene ist d, ^ 0. 

Hiemach sind die Punkte der einzelnen Quadranten 
durch folgende Voizeichenkombinationen von einander unter- 
schieden: 

1. Quadrant: -j-d,; 4-d,; 1 3. Quadrant: — d,; — <^; 

2. Quadrant: -[-d,; — <^; | 4. Quadrant: —d^; +t^; 
wobei jetzt d^ ond d^ die absoluten MaTszahlen der Ab- 
standalftngen bezeiehoen. 

An den Grützen der einzelnen Quadranten mufs der 
eine oder andere Abstand oder jeder von beiden gleich Null 
sein; es ergeben sich folgende Fälle: 

1. vordere Hälfte der Horizootalebene: 0; 4"'^» 

2. hintere Hälfte der Horizontalebene: 0; — d,; 

3. obere Hälfte der Vertikalebene: -\-d^\ 0; 

4. untere Hälfte der Vertikalebene: — d^; 0; 

5. die Achse OX: 0; 0. 

Die dnrch die beiden Projektionsstrahlen PP, nnd 
PP^ (Rg. 31) bestimmte Ebene steht sowohl anf 11^ als 
aneh anf J7, senkrecht und schneidet /7, in PoP,i W» in 
PfP^, wenn P« den Schnittpunkt jener Ebene mit der 
Aohse OX bezeichnet. Da die ebene Figur PP^P^P^ ein 
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Rechteck ist, irt Pj, P, = P, i» and P« -Pf = 
einfachen, aber wichtigen Satz liefert: 

„Der Abstand dea RaampnnkteB ron der 
Horizontalebeue bezw. Vertikalebene iat 
gleich dem Abstaiide seines Aafiissea bezw. 
GraodriBBea, von der Achse." 
Will man die vorläufig in länmlicb von einander ver- 
schiedenen Ebenen gelegenen ProjektioneD P. und P, des 
Punktes P in einer einzigen, nämlich der Zeicnen- 
ebene darstellen, so ist es zweckmäfsig, wieder anzunehmsn, 
daTs die Zeichenebene identisch ist mit der Vertikalebene. 
Läfst man dann die Horizontalebene eine Vierteldrehung 
um die Achse im Sinne der Pfeilrichtungen (Fig. 31) aus- 
fuhren, ao kommt der 

y/^ , ■ ■ ,Tga(y vordere Teil der Hori- 

zontalebeoe zur Deckung 
mit dem unteren Teil der 
Vertikalebene, der hintere 
Teil der Horizontalebene 
dagegen mit dem oberen 
Teil der Vertikalebene. 
Jeder Punkt der Hori- 
zontalebene beschreibt 
bei dieser Drehung einen 
Viertelkreis, dessen Ra- 
dius der Abstand des be- 
treffenden Punktes von 
der Achse ist und dessen 
Hittelpunkt auf der Achse 
liegt; die Ebene dieses 
, Viertelkreises steht senk- 
recht zur Achse. Es ge- 
*^«- '*■ langt ^80 die Projektion 

Pi des Punktes^P durch 
die Vierteldrehung in die neue Lage P^ ; der Punkt P, gehört, 
wie ans dem eben Gresagten hervorgeht, gleichfalls der durch 
P, Pi und P, bestimmten zur Achse senkreohten Ebene an; 
femer ist P, P^ i OX; folglich müssen, da P, auch in 
der Zeichenebene liegt, die drei Punkte P„ P^, P, 
anf einer zur Achse 0% senkrechten Geraden liegen. 
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Die durch die Vierteldrehnn^ der Hoiizoatalebeoe ei^ 
haltenen Yerhältmsae reraiiscliaiilioht Fig. 32. Dort stellt 
OXH^H^ die vordere Hälfte der BonzoBtalebeoe vor, die 
infcdge des ZoBammenfallens mit der danmtet liegenden 
unteren Hälfte der Vertikalebene aach mit OXV^V^ be- 
zeichnet werden ksnn. Oberhalb der Achse OX liegt die 
obere Hälfte der VertikalebeDe OXV^V^, welche die da- 
hinter liegende hintere Hälfte der Horizontalebene OXH^H^ 
deckt. 

Da wir im Folgenden meietens daran festhalten, alle 
zn projizierenden Gebilde im ersten Quadranten 
gelegen anznnehmen, bo brauchen wir im allgemeinen 
nur die vordere Hälfte der Horizontalebene und die obere 
Hälfte der Vertikalebene zn berücksichtigen. Dann gentigt 
CS also, zn wissen, dafs das oberhalb der Achse OX ge- 
legene Feld der Zeichenebene die Vertikalebene i7,, dafs 
hingegen der unterhalb OX gelegene Teil der Zeichenebene 
die Horizontalebene //, vorstellt. 

Die räumliche Lage des zu den beiden Projektionen 
P^ und P, gehörigen Raumpunkts P findet man, wenn man 
in Pj auf der vertikal gehaltenen Zeichenebene das Lot 
P,P = P^P^ errichtet. 



§ 15. HiDznnahme einer dritten Projektionsebene. — 
Der Seiten- oder Krenzrite. 

Sind die Projektionen P^ und /*, eines Banmpunkts P 
der Lage nach gezeichnet gegeben, so ist damit auch die 
Lage des Raumpunktes P völlig bestimmt. Sobald man 
jedoch nur die .Gröfse der AbsÄnde d^ := P^ P, und 
d^ = P^ P, des Punktes P von den Ebenen H^ und 77, 
kennt, ohne dafs die Lage von P, und P, angegeben ist, 
ist diejenige von P noch nicht hinreichend bestimmt. Denn 
den Abstand d^ von der Ebene ^^ haben alle Punkte, 
welche in der im Abstände d^ zn ^^ parallelen Ebene £, 
liegen; den Abstand d, von //, haben alle Punkte der im 
Abstände d^ zu n^ parallelen Ebene E^ (Fig. 33). Folglich 
haben alle Pankte der Durebschnittsgeraden CD = g der 
Ebenen E, und E^ sowohl deo Abstand d^ von IT^ als 
auch den Abstand d, von IJ^. 
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Um nnD f Ur dietteo Fall, wo mir die AbstäDde von den 
ProjektionBebenen als gegeben angenonuneD waren, die Ud- 
bestimmtlkeit der Lage des BanmpnoktB za beseitigen, nimmt 
man sweckmäläiger Weise noch eine dritte ^ojektions- 



S. 



Na 



i-i — 



E 



ebene /f, eq den beiden bereits eingeftlhrten Ebenen //, 
nnd 77, hiuzD, die man dann als „Seitenebene" oder 
„Erenitirsebene" bezeichnet 

In der Regel wählt man diese neae Ebene J7, (Fig. 34) 
so, dafs sie sowohl senkrecht auf 77^ als anch senkrecht 




n» S4. 

auf 77, steht. Sie schneidet die Ebenen 7/^ nnd 77, beew. 
in den Achsen OY nnd OZ. Die drei Achsen OX, 7 
nnd OZ stehen aämüicfa aufeinander senkrecht Das Ton / 
anf 77g gefällte Lot trifft 77g in der „dritten Projektion" i^^ 
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des Punktes P, welolie man aach als „SeitenrirB" oder 
„Krenzrifs" von P bezeichnet Den Abstand PP^ nennen 
wir d^. Die durch d^ nnd d^ bestimmte Ebene ist parallel 
//, und trifit OX in P^; die durch d, nnd d, gelegte 
Ebene ist parallel 77, and trifft OY \a Q^; die Ebene dutih 
d^ nnd d, endlich ist parallel zu 77, und schneidet die 
Achse OZ in R^. Die drei' auf den Achsen gelegenen 
Strecken OP^, OQ^, OR^ sind w^en der ParalleliKt der 
eben genannten 3 Ebenen zu den Projektionsebenen bezw. 
I^eicfa d^, df, d^. Kennt man diese AehBenabaehnitte, so 




ist die Lage des Punktes P im Räume völlig eindeutig 
bestimmt, sobald die Lage der drei Projektionsebenen fest- 
gelegt ist. Daher nennt man diese drei die Lage des 
Punktes P charakterisierenden Strecken mit einem besonderen 
Namen die „Koordinaten" des Punktes P und bezeichnet 
sie in der Regel mit x(^dg), y(=d,) und«{=rf,). Sinn- 
gemttrs spricht man von der X; Y- und Z-Achse. 

Da die acht Punkte 0, /•„, P„ Q^, P,, P, P„ R die 
Eckpunkte eines rechtwinkligen Parallelepipedoms sind, so 
findet man, sobald die Koordinaten x, y, z des Punktes P 
der Lange nach gegeben sind, die Lage von P im Räume 
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dadnreh, dafs man OP^ = x, OQ^ = y, OR.=t macht 
und P als Diagonalecke des dnroh 0P„, OQ^, OR^ be- 
BtimmteQ rechtwinkligen FarallelepipedamB konstruiert. 

Die Abstände des Banmpnnktes P von den drei Achsen 
sind Pi'o =^ a, PQ^~b, PP^ = e. Diese drei Strecken 
aber sind bezw. gleich den in den ProjektionsebeneD i/,, 
7/,, n, gelegenen Strecken ÖP^, OP^, OP,. 

Legt mu nnn wieder die Horizontslebene 77, dorch 
Viertelifiehnng am OX und die Seitenebene 77g durch Viertel- 
drehung um OZ in die Zeichenebene nm, so kann man in 
der Zeichenebene sowohl die drei Abstände eines beliebigen 
Raumpunkts P von den drei Projektionsebenen, als auch 
Beine Abstände von den drei Achsen in der aus Fig. 35 
ersicbtlichen Weise darstellen. Diese Darstellung zeigt, dafs 
die erste und zweite Projektion von P auf einer 
Senkrechten zur X-Achse, die zweite und dritte 
Projektion auf einer Senkrechten znr Z- Achse 
liegen, und dafs ferner PoP, = OQa = OQ^' = Rf,Pg sowie 
P„P, = OÄo=Q(,'A ist. 



§ 16. Benierkangen zur Darstellung des Pnnktes. 

Im Änschlnfs an die Darstellung des Punktes dareh 
seine geraden Projektionen auf drei zu einander senkrechte 
Ebenen sind noch einige Bemerkungen am Platze, die sich 
auf gewisse hiermit zasammenhängende einfache Aufgaben 
beziehen. Die einfachste Bestimmung der Lage der Pro- 
jektionen P^, Pf, P, erfolgt durch Angabe der Längen der 
Achsenabschnitte (Koordinaten) x, y, z. Leicht bestimmbar 
ist die Lage von P„ /*,, P^ indessen auch, wenn nnr zwei 
Koordinaten und ein nicht durch sie schon mitbestimmter 
Achsenabstand, also z. B. x, y und o, oder wenn eine 
Koordinate und zwei Achsenabstände, z. B. x und b, e 
gegeben sind. Hiemach ergeben sich zunächst folgende 
16 Bestimmongsweisen von P^, P^, P^ durch: 

2} a!, y, o; 3) ;F, y, b\ 4) ic, J, a; 5] £, z, o; 6) t/yZjbj 

8) «, o, S( 9) », o, o; 10) «, 6, c; 11) y, n, J; 12) j, «, «; 
13) ), 4, «; 14) 1, a, i; 15) », o, c; 16) i, b, c 



S 17. DusteUniig du Geraden. 
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Für jeden dieser Fälle ist die EonBtruktios sofort ge- 
geben. 

Eb erfibiigt indeBsen oooli 17) die BeBtimmang der 
ProjektioneD P,,i^,P, ans den diei Achsenabständen a, b, c. 
Von den veracMedenen in diesem Falle möglichen Eonatrnk- 
tionen geben wir hier diejenige, welche sich im Anacblnfs 
au die bisherigen Betrachtungen unmittelbar darbietet. 

Zieht man (Fig. 36a) die Strecken Q^R^, R^ Po, P^ <2o, 
so sind dieselben wegen der Gleichheit der Diagonalen im 
Rechteck bezw. gleich a, h, e. Folglich ist das Dreie^ P^ Q^ Rq 
konstruierbar. Da P^ Q„ und P,_ sich in 'S gegenseitig 
halbieren, ist -S ^^ die zu P^ Q^ gehörige Mittellinie t und 




daher bekannt. Dann ist aber auch OR^ = 2 als Kathete 
des rechtwinkligen Dreiecks SOR^ konätmierbar, da die 

Hjpotennae ( und die andere Kathete SO =^-^ bekannt sbd. 

Somit ist nnaerc Aufgabe zurUekgefHhrt auf einen der oben 
onter (14) bis (16) genannten Fälle. Die Hilfskonsönktion 
ist in Fig. 36 b ansgeftthrt. 



§ 17. Darstellnng der Geraden. 

Die Projektionen einer beliebigen Geraden g erhält 
man, wenn man sämtliche Punkte ron g auf jede der 
Projektionsebenen projiräert Dann erhält man in jeder 
Projektionsebene im Allgemeinen wieder eine Gerade. Jede 
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dieser Geraden ist anfimfoBsen als die Schnittgerade der 
betreffenden ProjektionBebene mit der senkrecht zn ihr durch 
die Gerade g gelei:ten projizierenden Ebene. 

Nehmen wir zimScbst einmal zwei Projektionsebesen n^ 
lind n,, 80 erhält man zwei Projektionen g^ und g^ tob g, 
die wir wieder als „erste Projektion" (Horizontal- 
projektioD, Grnndrirg) nnd „zweite Projektion" 
(Vertikalprojektion, AnfrifB) von einander ODter- 
scheiden. 

Die Gerade g mnfs femer, wenn sie weder zn 
/7j noeh zn /7, parallel 
/ ist, jede der beiden 

Projekttonsebenen in je 
einem Pnnkte treffen. 
Den Schnittpunkt S' von 
g mit i7, bezeichnen 
wir als „erste Spur" 
(Horizontalgpnr), den 
Schnittponkt 5" yon g 
mit n^ als „zweite 
Spur" (Vertikalspar) 
der Geraden g. {Fig. 37.) 
Die erste bezw. zweite 
Spur ist der Schnitt- 
punkt der Geraden g 
mit ihrer ersten bezw. 
zweiten Projektion. 
Die erste Spur S' fällt mit ihrer ersten Projektion S^' 
zusammen; ihre zweite Projektion S^' liegt auf der Achse. 
Analog fällt die zweite Spur S" mit ihrer zweiten Projektion 
S," zusammen, während ibre erste FrojektioQ <S^" auf die 
Achse fällt. 

Ist die Lage der ersten und zweiten Spur bekannt, so 
braucht man, nm die Projektionen der Geraden g zeichnen 
zn können, nur die zweite Projektion S,' yon S', sowie die 
erste Projektion S^" von S" zu konstruieren. Dann ist die 
erste Projektion g^ von g die Verbindungslinie von S' nnd 
■S ", die zweite ftojektion j, yon g die Vetbindnnglinie Ton 
S*' und S('. 

Wird die Ebene //, in die Zeichenebene durch Viertd- 
drehung um die Achse umgelegt, so erhält man die durch 
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Fig. 38 gegebene DarBtelInng, bei weleher die Ebenen 77, 
and 77g dieses Mal aufaerhalb der Achse OX nicht be- 
sonders abgegrenzt erscheinen. 

Nimmt man zu den beiden 
Projektionsebenen 77, nnd 77, 
noch die Seitenebene 77g hinzu, 
so erg^ebt sieh der Seitenrifs 
oder die dritte Projektion y^ 
von g als Schnitt von 77^ mit 
der dnrch g senkrecht zu 77, ge- 
legten projizierenden Ebene, in 
weleher natürlich auch die 
dritten Projektionen von -S" nnd 
S" liegen, nnd zwar ist S^' der 
Schnittpunkt von g^ mit der 
y-Achse, Sg" der Schnittpunkt 
Ton ^^g mit der Z-Achse. Fig. 39a 
zeigt diesen Sachverhalt in schiefer Parallelprojektion, 
Fig. 39b (f. S.) bei umgelegter Horizontal- und Seitenebene. 
Hierbei ist die Anordnung so getroffen, daTs die Gerade g 
von der Horizontalebene 77^ ansteigend zuerst die Vertikal- 
ebene 77, schneidet nnd 
erst im weiteren Verlaufe 
hinter der Ebene 77, die 
Seitenebene 77g trifft. Die 
dritte Spur S'" der Ge- 
raden g fällt daher nicht 
mehr in den vor 77, 
liegenden Kaumteil und ist 
deshalb als anter diesen j 
Umständen nicht sichtbar 
für den vor 77^ befindlich 
gedachten Beschauer fort- 
gelassen. Man erhält S'" p, ^^ 
in Fig. 39a als Schnitt- 
punkt der Geraden g mit der dritteii Projektion g^. 

Eine andere Anordnung giebt Fig. 40a und b (f. S.) 
wieder, wo die Gerade g von der Ebene 77, aufsteigend zuerst 
die Seitenehene 77g und dann bei weiterer Fortsetzung die 
Kbene 77, durchsetzt. Denken wir ans den Beschauer wieder 
in dem vor 77, und oberhalb 77, liegenden Ranmteü, zu- 

ijobT(td*T, D*r>t*ll<aa> CiMnttiia. 4 
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gleich aber linki von 77,, so entzieht aioh in diesem Falle 
die Spnr S" der Annoht and igt daher nicht mitgezeiehnet. 




ilf. SVa. 



Die soeben gegebenen Dailegongen sind nnter der 
Vonnssetzung gemacht, dafs die Spuren S, S", S'" der 
Geraden g drei gftnzlich von einander verschiedene Punkte 
sind. 




Es kann jedoch anefa eintreten, dats zwei der Sparen 
oder alle drei in einen Pnnkt zusammenfallen. Das 
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ist nur möglich, wenn die Gerade eine oder mehrere Achsen 
sehneidet, da die Frojektionaebenen nni länge der Achsen 
gemeinsame Pmikte haben. 
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Wird nur eine Achse von g geschnitten, so sind im 
ganzen drei Fälle möglich. In Fig. 41a schneidet g die 
JC-Aehse, in Fig. 41b die y-Achse, in Fig. 41c die Z-Achse. 




Schneidet g zwei Achsen, z. B. die JC-Achse nnd die 
y-Aehee, so mnfs g ganz in der von diesen beiden Achsen 
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bestiramteo Ebene, also in 17, liegen; es ist das ein be- 
sonderer Fall der zu 77, parallelen Lage der Geraden ff. 
Wir gehen daranf im nächsten Paragraphen ein. 




Werden alle drei Achsen von g geschnitten, ohne dafa g 
selbst in irgend einer der Projektionsebenen liegt, so mnfs g 
irgend eine Gerade des Raames sein, welche durch den 




AchseoBchnittpnnkt geht. In diesem Falle (Fig. 42) liegen 
sämtliche drei Sporen S', S", S"' im Pankte 0. 
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§ 18. Die zn einer Projektionsebene parallele 
Gerade. 

Ist die Gerade g einer Projektionsebene etwa n^ 
parallel, bo ergiebt sieh, soweit mau auch g verlängert, kein 
im Endlichen gelegener Schnittpunkt von g mit //j, also 
keine im Endlichen befindliche Spur S'. Will man dennoch 
auch in diesem Falle an dem Vorhandensein einer ersten 
Spnr festhalten, so kann man nur annehmen, dafs sie in 
miendlieher Feme liegt. Ist jr zu 77, oder 77, parallel, so 
liegt 5" bezw. S'" unendlich fem. 

Wir sprechen daher den Satz aus: 

„Ist eine Gerade einer der Projektions- 
ebenen parallel, so liegt ihre Spar anf dieser 
Ebene naendlieh fern," 
Wenn g nur der Ebene 77, parallel ist, so liegen 
natürlich die Spuren S" mid S'" im Endlichen (Fig. 43a). 




ng. «fc 



Da sämtliche Punkte von g den gleichen Abstand von 77^ 
haben, mUssen auch die zweiten und dritten Projektionen 
aller dieser Punkte den gleichen Abstand von der X-Achae 
bezw. V-Achse haben; d. h. die zweite und dritte Projektion 
der Geraden ^ sind der X-Achse bezw. F-Achse parallel 
und stehen daher auf der Z- Achse senkrecht; die erste 
Projektion g^ von g ist der Geraden g selbst parallel (s. § 5). 
Sind 77, und 77, in die Zeichenebene umgelegt, so 
liegen g^ und g^ in einer zur^Achse senkrechten Geraden, 



A'Ooi^Ic 



54 Dia Panllelprojektion. 

während jr^ die Biehtang der Geraden g veranachanlioht 

(Fig. 43b). 
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Ist g II n^ (Fig. 44), so giebt g^ die Richtung der 
Geraden g wieder, g^ nnd g^ stehen senkrecht ai^ der 
Y-Achse nnd sind der X-Achse hezw. Z-Achse parallel 
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Wenn g \\ ITg ist (Fig. 45), so hat g^ die Richtung der 
Geraden g; g, and g, stehen senkrecht auf der X-Achse 
nnd sind bezw. der V-Achse and i?-Achse parallel. 
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% 19. Die zn zwei Projektionsebeneii parallele 
(oder zu ^ner Projektioiisebene senkrechte) Gerade. 

Sobald eine äerade g zd zweien der drei Frojektiona- 
ebenen, etwa zu n^ nnd n^, parallel ist, rnnTs sie senkrecht 
zor dritten, also hier senkiecbt zn 77, sein. In diesem Falle 
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werden 77^ nnd J7, von der Geraden g im Bndlichen nicht 
getroffen; die Sparen S' nnd S" liegen nnendlich fem, nnd 



s^" 



die Projektionen g, nnd g^ sind der Z-Achse parallel, 
während die dritte Projektion g^ roa g ein Punkt, nämlioh 
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die Spnr S'" ist (Fig. 46 a und b). — Die Fignren 47 
tmd 48 Btellen die beiden anderen Fälle dar: 1) glU^r 
2} g-i-Hf und bedtlrfen keiner weiteten Erläaterong. 



§ 20. Bestinunnng der Spuren ans den Projektionen. 

Sind die Projektionen g,, g^, g^ einer Geraden g ge- 
geben (Fig. 49a und b),_ so findet man die Spnren 5', S", S"' 
leicht durch folgende Überlegung: Da 5' ein der Geraden g 
und der Ebene n^ gemeiuBchaftlicher Punkt ist, so muf» 
Beine zweite Projektion sowohl auf der zweiten Projektion g^ 
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der Geraden g als auch auf der X-Achse liegen. Seine 
dritte Projektion mufs erstens auf g^, zweitens auf der 
Y-Aehse liegen. Um daher 5' zu erhalten, errichtet man 
im Schnittpunkt von g^ mit der JC-Achse aaf dieser das 
Lot^ welches ^^ in S' trifil. Ganz entsprechend erhält man 
S", wenn man im Schnittpunkte der ersten Projektion j, 
mit der X-Achse auf der letzteren das Lot errichtet und 
dieses bis zum Schnittpunkt mit g^ rerlängert. Die dritte 
Spur S'" findet man, wenn man g^ bis zur ^-Aehse ver- 
längert und dann in diesem Schnittpunkte auf der Z-Aehse 
das Lot errichtet, welches g^ in S'" schneidet. 
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Bei der in Fig. 49a und h getroffenen Wahl der Geraden g 
fällt die Spnr 5' in den Torderen Teil der Horizontalebene 77^ 
links von der Seitenebene //,, S" in den oberen Teil der 
Vertikalebene n^ ebenfalls links von IJg. Beide Fnnkte sind 
daher für den Beschauer sichtbar. S" dagegen mufs dann 
auf den hinteren Teil der Seitenebene /7g fallen, welcher bei 
der Auseinanderklappnng und Umlegung der Ebenen 77, und 
77g bekanntlich unter die obere Haßte von 77^ fällt. Daher 
kommt es, dafs es in der Fig. 49 a scheinbar so aussieht, 
als ob S'" in 77, läge; in Wirklichkeit ist 5'" ein Punkt 
von 77g. 

Aufser auf die soeben angegebene Weise kann man S' 
auch erhalten, wenn man den Funkt, in welchem g^ die 




Yig. «lt. 

Y-Achse schneidet, durch Ausführung einer Vierteldrehung' 
auf die nrspröngliehe Lage der Y-Achse tiberträgt und dann 
in dem so erhaltenen Pnnkte auf der F- Achse das Lot er- 
richtet, welches g^ in S' treffen mufs. Die zweite Spur S" 
ergiebt sich aucli, wenn im Schnittpunkte von g^ mit der 
^-Achse auf dieser das Lot errichtet und bis zum Schnitt 
mit ,i7g verlängert wird. Die dritte Spur S'" endlich ist auch 
in der Weise bestimmbar, dafs man den Schnittpunkt von 
^j mit der Y-Achse (hier scheinbar i^-Achse!) durch Viertel- 
drehung auf die sehliefsliclie Lage der Y-Aehse (hier schein- 
bar .X-Achse!) Überträgt, und dann im so erhaltenen Punkte 
das Lot auf der Y-Achse (hier scheinbar X-Achse!) errichtet, 
welches (?g im Pnnkte 5" triSt. 
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Dei Anfänger mnfa es sich angelegten sein lassen, diese 
Einzelheiten genau durchzuarbeiten, damit er beurteilen lernt, 
wie auch in anderen F&llen, wo niolit die in Figax 49 a und b 




gen&hlte Lage der Geraden in Bettacht kommt, die Spuren' 
der betreffenden Geraden zu einander liegen. Ohne die Er- 
läuterungen dazu hier im Texte vorzufinden, mSge der Leser 




die Figuren 50a und b, sowie 51a und b seiner Betrachtung 
nnteiziehen; dieselben stellen die Gerade in anderen 
Lagen dar. 
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Die bisher betrachteten Beispiele haben das Gemein- 
same, daTs keine der Projel^tionen der gegebenen Geraden g 




zn einer der Achsen parallel aDgenommen war. Die Gerade g 
befand sich immer in der sog. allgemeinen Lage. 




«ff. Slb. 

Es müssen indessen noch einige besondere Lagen 
von g erQrtert werden, bei welchen die Aufdndong der 
i^puren dem Anf^ger Mühe Temrsaclien kannte. In 
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Fig. 52 sind die Projeküonen ^, und g^ von g beide in der- 
selben ZOT X-AcIiBe Benkiecbten Geraden gelegen an- 
genommen. In diesem Falle bandelt ee sieb um eine zni 
Seitenebene 27, parallele oder, wie man ebenso gut sagen 
kann, um eine zur Z-Acbse senkrecbte Gerade {vgl. Fig. 45). 
Es ist nun sofort ersicbtlicb, dafg bei dieser Annahme von g^ 
und g, die Lage der Geraden g selbst ctnrch g^ und g^ noch 
nicbt hinreicbend bestimmt ist, da g jede weder zn /7, noch 
zu n^ senkrechte Gerade derJenigeD Ebene sein kann, welehe 
dureh g^ senkrecht zn 77, gelegt werden kann. Infolge der 
Unbestimmtheit der Geraden g sind dann aber auch die 
Spuren nicht bestimmbar, 
so lange nicht durch andere 
HUlfsangaben die Unbe- 
stimmtheit von g aufge- 
hoben wird. Das Letztere 
kann dadurch geschehen, 
dafs die zageordneten Pro- 
jektionen zweier Punkte P 
und Q der Geraden ange- 
-, geben werden. Sind P^, P^ 
■ und Q,, Q, in Fig. 52 die 
ersten und zweiten Pro- 
jektionen von P und Q, so 
bestimmt man zunächst die 
Seitenprojektionen P^ und 
Q,, deren Verbindangslinie 
die dritte Projektion g.^ 
von g liefert; g^ verlängert 
man bis zum Schnitt mit der Y- bezw. ^-Achse und be- 
stimmt dann nach der oben angegebenen Methode die erste 
und zweite Spur iä' und S" von j. Eine dritte Spur S'" 
kann hier niclit im Endlichen esislieren, da g parallel zu /7f. 
ist. Es zeigt sich das auch daran, dafs weder g^ noch g^ 
die Y- bezw. ^-Achae im Endlichen schneidet. 

In genau detBelben Weise kann verfahren werden, wenn 
dieGerade g zu einer anderen Projektionsebene parallel ist, ohne 
anf einer der übrigen Projektionsebenen senkrecht zu stehen. 
Znm Schtufs noch eine Bemerkung über einen zweiten 
Spezialfall. Es sei die erste Projektion g^ der Geraden g 
ein Punkt; dann inufs die zweite Projektion g^ (vgl. Fig. 47) 
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die durch ff^ zur X-Äehse senkrechte Gerade eeio. Die 
Geiade ff selbst steht in diesem Falle senkrecht auf der 
ersten I^ojektionsebene ^^ , ist daher parallel zn n^ nnd iZ, 
and kann diese Ebenen im Endliehen nicht treffen. Mithin 
existieren keine im Endlichen gelegenen Spuren 5" und S"'. 
S', die erste Spur der Geraden, aber fallt, wie sofort ein- 
leuchtet, mit dem Punkt </, zneammen und braucht daher 
nicht besonders konatraiert zu werden. Das Gleiche gilt für 
die beiden anderen Fälle derselben Art, wo g senkrecht anf 
J7, bezw. flj steht. 



§ 21. Die Neigungswinkel einer Geraden 
gegen die Projektionselieneii. 

Unter dem Neigungswinkel einer Geraden g mit 
einer Ebene versteht man bekanntlich den kleineren 
der beiden Winkel, welche die Gerade mit ihrer 
Projektion auf die Ebene bildet. 

Es sei (Fig. 53 a) g eine Gerade in allgemeiner Lage 
mit den Projektionen .?, nnd g^ , sowie den Spuren 5' und S". 




«I. E3>. 



Von der Benntzung der dritten Ebene ff, möge hier ab- 
gesehen werden, da sieh dabei nichts Wesentliches ergeben 
würde. Der Neigungswinkel von g gegen 77, ist dann ge- 
geben dnrch z; S" S'S^"= a, , derjenige gegen die zweite 
Ebene //, durch ^ S' S" äV = «,, Um zunächst den Winkel a, 
in der Zeichenebene darzustellen, denken wir luis das recht- 
winklige Dreieck S" S S," nm die Kathete S" S," =^ g, so- 
weit gedreht, bis es in die Ebene 77j fällt. Dann beschreibt 
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der Ponkt S" einen Viertelkreis mit dem Radius 'S" S," nnd 
^langt nacli A. Da das rechtwinklig Dreieck S^" S' A 
die bekannten Stöcke S'S" und S^"A = S^"S" enthält, 
Bo ist der Keigongawinkel S" S' ^ = a, auf folgende Weise 
in der Zeichenehene konstruierbar. Man zieht (Fig. 53b) 




Ell- sab. 
Sj" A = S,"5" senkrecht zu (7, nnd verbindet A mit S'. 
Dann ist ^AS Ä," = «,. 

In gleicher Weise erhält man den Neigongswinkel a, 
in der Zeichenebene, wenn man S^'B = S^'S senkrecht zu 
jr, zieht nnd B mit -S" Yerbindet Der Winkel BS' SJ ist 
gleich a,. Diese Herstellong von a, findet ihre BegrUndnng 




in der Umlegong des rechtwinkligen Dreiecks iS'5"S,' um 
die Achse Sj' S" in die Ebene n,. 

Anstatt, wie es soeben geschehen ist, die Projektionen 
j, nnd g^ als Drehungsachsen bei den Umlegongeu der Drei- 
ecke S"5'Sj" und S' S"S,' zu verwenden, kann mui diese 
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Dreiecke aach am ihre anderen Katheten: S" S^" bezw. S' S^' 
in die Ebenen i7, bezn. n^ nmlegen, was in Fig. 54a in 
schiefer Parallelprojektion Teransohanlicht wird. Dann be- 
Bohreibt S' einen Kreisbogen nm S^" mit dem Radios 5^"^' 
and gelangt nach dem anf der Äohse gelegenen Paukte A; 
der Winkel a^ wird dabei in 
die neue Lage S"JS," aber- 
geftlhrt; er liegt dann roll- 
ständig in der Ebene /7, uad 
kann daher in der Zeichen- 
ebene wie folgt konstruiert 
werden. Man beschreibt (Fig. 
54b) nm S^" den Kreis mit 
'S," S', der die Achse im Punkte 
A trÜn. Verbindet man A 
mit S", so ist ^S" A S^" der 
INeignngswinkel a^. — 6anz analog konstruiert man a,, 
indem man nm S,' mit 5,'S" als Radius den Kreisbogen 
zieht, der die Achse in B trifft. Wird B mit S verbunden, 
so ist ^S,'ÄS' = Og. 

Bei den bislang angegebenen Methoden waren jedesmal 
die Spuren S' und 5" der betrachteten Geraden j) ftlr ^e 
Konstruktion derKeignngs- 
winkel a, und «, benutei 
Das ist nur dann angängig, 
wenn die Spuren 5' und 
■S" innerhalb der zur Ver- 
fügung stehenden Zeichen- 
flache erhältlich sind. Ist 
das nicht der Fall, so 
kann man zunächst eine 
zur gegebeneu Geraden jr 
paraUele HUl&gerade h 
zeichneu, deren Sparen 
in die zu Gebote stehende 
Zeiehenfläche fallen. Da 
parallele Geraden einer- 
seits nach § 7 immer 
parallele Projektionen besitzen und andererseits eine be- 
liebige Eb^ne unter gleichen Neignugswinkeln treffen, so 
braucht mau nur eine der vorher angegebenen Konstroktionen 
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fttr die HullsgeTade h aoszufUhren , uro die gesneUten 
NeigDDgswiDkel zu erhalten. Man zieht darch zwei geeignete 
Punkte T^" und T,' der Achse (Fig. 55) die Parallelen /t, und 
lif zu den beiden gegebenen 
Projektionen ^^ und <?,, be- 
Btimmt die Spuren T und T" 
der Geraden A, zeichnet um 
T^" bezw. Tj' die Kreisbogen 
mit 2;" r bezw. 'l\' T", 
welche die Achse in C bezw. 
£f sehneiden, und verbindet 
C bezw. -D mit T" bezw. T ; 
dann sind die Winkel T" C T^" 
und 2" Z* 2'^' die Neigungs- 
winkel a^ nnd a, von (j gegen 
n^ und 77j. Als Vereiirfaohnng 
kann man noch bei dieser 
Eonetruktion den Umstand 
benutzen, dafs man die eine 
der Hültsgeraden h, zum Beispiel /13, mit der ent- 
zusammenfallen läfst; dann 
(Fig. 56.) 




T^. St. 



Projekti< 

sprechenden Projektion 

fällt der Punkt T,' mit S,' ziuammen. 

Endlieh soll noch ein Verfahren erläutert werden, bei 
welchem man ohne Benutzung vonSpurpunkten die Dar- 
stellung der Neigungs- 
winkel erhält. Man 
wählt auf der Ge- 
raden ff (Fig. 57 a) 
zwei beliebige Punkte, 
deren Projektionen 
A^,A^ bezw. B,,B, 
sind. Die Parallele 
durch B zu B^A, 
trim AA^ in C und 
schliefst mit A B den 
Neigungswinkel a, von 
gegen i7, ein. Das 
Dreieck ABC dreht man nm .^ C so weit, bis seine Ebene 
parallel 77, ist; dabei beschreibt £ um C einen Kreisbogen 
mit dem Radius B C und gelangt nach D. DC ist dann 
pfirallel znr Achse 0X\ folglich ist die Projektion Z>, C^A^ 
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Toa DCA aaf iZ, fconiTaeiit dem Dreieck D CA, bo dafs 
^ Ä^ D^ C, der in die Zeichenfläcbe verlegte Netgnngswiiikel 
Oj ist. Den anderen Neigungswinkel a, verlegt man in 
die Zeichenebene, wenn man zunächst A E parallel A^ B^ 
deht nnd dann das Dreieck EAB um EB bo weit 
diekt, bis seine Ebene parallel n^ ist. Dadurch ge- 
langt A nach F und ^: EFB ai gleich ^EAB^a^. 
Da das Dreieck EFB parallel 77^ ist, so ist seine 
Projektion E^ F^ B^ aof ^^ ihm seilet kongruent, mithin 
^ £, F^ Bj = a.. 

Die Darstellung der Winkel 
ä^ und a, auf der eben ent- 
wickelten G-rundlage ist in 
Fig. 57 b dnrchgeftthrt. Man 
zieht A j4, und S, B, senkrecht 
zur Acnse OX, beschreibt mit 
A^ B^ und B^ A^ am A^ bezw. 
£, die Ereise, welche die dorch 
A^ bezw. B^iaOX gezogenen 
Parallelen in D^ bezw. F, 
schneiden. Darauf zieht man 
von Dy und F^ die Senkrechten 
zn OX, welche (7, ß, bezw. 
£, J, in den Funkten D^ bezw. 
F, schneiden. Wird D^ mit^,, 
und F. mit S, verbanden, so ist ^ ^ Z>, C, : 
^ -5, /i £, = «,. 

Aufgaben: 

1. Von einer Geraden g kennt man die Lage der ersten 
Projektion g^ und der zweiten Spnr S", sowie den 
Neignngswinkcl a, gegen 77^. Die zweite Projektion 
von g ist zu zeichnen. 

2. Eine Gerade er ist darzustellen aus ihrer zweiten 
Projektion g^, dem Abstand^ ihrer zweiten Spur 5" 
von der Achse und ihrem Neigungswinkel a^ 
gegen 77,. 

&. Durch den Punkt P von 77, igt eine Gerade zn 
legen, wenn der Neigangswinkel <x, gegen 77, and 
der Abstand l der zweiten Spnr S von der Achse 
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nnd 



gegeben ist. 
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. Doich den Punkt P tod i7, ist eine Gerade zn 
le^n, welche mit i/j nnd 77, die gegebenen NeigongB- 
wüikel a, nnd or, einechlierst 



§ 22. Die wahre Länge einer durch ihre 
Projektionen gegebenen Strecke. . 

Mit Hülfe der in Fig. 57a veranschaolictiten Drehnng 
des Dreiecks ABC vxa die Gerade AC ULfet sich nicht 
nnr die wahre GrOfse des NeigongswinkelB a^ der Geraden g 
j^gen die Ebene 77^, sondern anch die wahre LSnge der 
durch die beiden Projektionen A^ B^ nnd A Ä bestimmten 
Strecke AB ermitteln. Sobald das Dreieck ABC \-sy die 
znr Ebene iT, parallele Lage ADC gelangt ist, ist seine 
Projektion am i7, ihm selbst kongruent nnd mithin stellt 
dann die Projektion A^ i>, in IJ^ die wahre Länge von A D 
oder AB dar. 

In der Zeiohenebene ver&hrt man dabei folgendei- 
mafsen: Man zieht (Fig. 57b) nm A^ den Kieis mit dem 
Radins A^ B^ der die durch A^ zur Achse gezogene 
Parallele in jD, schneidet. Das durch D^ zur Achse ge- 
zogene Lot trifii die durch B^ zur Achse gezogene Parallele 
in Vf. Die Strecke D^A^ stellt die wahre Länge der zn 
den Projektionen A, B^ nnd Ä, fl, gehörigen Strecke dar. 

In gleicher Weise hätte zum Ziele geführt die Drehong 
des Dreiecks AEB um EB. 
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An zweiter Stelle ist noch folf^nde Hethode zn nennen. 
Fi^. 58a zeigt, dafs man die wahre LBn^ der Streeke AB 
in der Zeiebenebene aach erhalten kann, wenn man das 
Paralleltrapez A B B^ A^ nm die Gerade A^ .5^ in die 
Ebene n^ nmlegt Dann gelang der Punkt .i4 in die neue 
Lage A\ B kommt nach ff. Da non A' A^^A^ A^A^A^, 
femer B' B^^BiB = B„B^ ist, da anfterdem A^B^ ge- 
geben und ^A'A^Bj = ^B'B^A^=lR ist, so ist das 
Trapez A' B' S, A^ in der 
Zeiebenebene konetruierbiv. Das 
gesehiebt anf folgende Weiae : 

Man ti^gt (Fig. 58 b) anf 
den in den Punkten A^ und B^ 
i^iA^B^ erriebteten Sei^ecbten 
die Strecken A^ A' = A^ A^ bezw, 
B^B' = B^B^ ab nnd verbindet 
A' mit B'. AB ist die ver- 
Umgte Strecke. j 

Dreht man das Paralleltrapez 
ABB^A^ (Fig. 58 a) nm ^,5, in 
die Ebene 77, hinein, so wird da- 
dnrcb die in Fig. 58b gegebene 
zweite LSsnng der vorliegenden 
Aufgabe in der Ebene J7, be- 
grttndet. Es wird A^ A" = A^'A^ 
und Ba B" = B^ B^ senkrecht _ ^^ 

zn A^ B^ aufgetragen und dann 

A" mit B" verbanden. A" B" stellt ebenfalls die wahre 
Länge der Strecke dar, deren Projektionen A^ B^ nnd 
A^ B, sind. 

Bei der soeben angegebenen Methode Ufst sich eine 
bisweilen wünschenswerte Raumer8pamis_noch dadurch er- 
zielen, dafs man in B^ nur die Streeke B^B' = B^ S — A^A' 
= B^B^ — A^ A^ senkrecht zu A^ B^ aufträgt und dann 
A^ mit B' verbindet. Die Strecke A^ B' stellt dann eben- 
falls die wahre Länge der betrachteten Strecke AB dar. 
Mit gleicher Berechtigung kann auch in B^ seukreoht zu 
A^B^ die_Differenz B^B^ — A^A^ = B^B" angetragen, 
und dann B" mit A^ verbunden werden. 

Liegen die Eudponkte A und B der in wahrer Gr&fse 
5« 
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darznstellradeD Strecke nicht in demselben Quadranten, wie 
es bei den bisherigeD Betrachtungen der EinEaehheit halber 




KiinaehBt aDgenomtnen iat, so iat erstens die Högüchkelt zn 
berücksichtigen, dafs A and B in Ewei benaofabarten 
Quadranten liegen, 
wie es in Fig. 59 a dar- 
gestellt ist Hier liegt 
der Endpankt^S oberhalb 
der Horizontalebene, aber 
hinter der Vertikalebene. 
Sein Gmndrifs fi, liegt 
also bei der Darstellung 
. , in der Zeichenebene 

I I (Fig. 59b) oberhalb der 

. Achse der Projektions- 
'^ ebenen. Die wahre GrBfse 
TOD A B kann man hier 
auch wieder durch Um- 
legnng des Parallel- 
trapezes ABB A^ um 
die Gerade .A^ S, in der 
Ebene 77, darstellen, was 
ebenso wie Torher aus- 
gefahrt wird. Will man 
jedoch die Strecke AB 
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dnicb Umlegnng in die Ebene 77, hineinbringen, so mnCs 
man die Fignr ABB^A^ (Fig. 59 a) nm die AoUe Ä^B^ 
drehen. Da nun A vor der VertikalebeDe //j, B dagegen 
hinter ihr liegt, so gelangen A nnd B bei der Drehung nach 
Paukten Ä" und B", die auf verBchiedenen Seiten 
der Drehungsachse AB liegen. Demnach erhält man 
in /jf, die wahre Grßfse der voi^elegten Strecke A B ver- 
mittelst eines „Uberseblagenen" Paralleltrapezes (Fig. Sdb). 
Es ist darin: 

5, B" = B^B^; A^ A" = A^ \. 

Za bemerken ist noch, daTs A" B" dnroh die zweite Spur 
5" der Strecke AB gehen mnfs, da 5" bei der Drehung 
der Geraden AB Mm A^B^ an seiner Stelle bleibt. 




n«. aoa. 

Der zweite, aufaerdem noch denkbare Fall tritt ein, 
wenn die Endpunkte der darzustellenden Streeke 
in Seheitelquadranten liegen. Dann entsteht, wie sofort 
ersichtlich ist aus Fig. 60 a, sowohl in /Jj als auch in 77, 
je ein „llberschlagenes" Paralleltrapez, wenn AB vtaA^B^ 
bexw. A^ B, umgelegt wird. A' B' mufs durch die erste 
Spur Ä', A" Bf' durch die zweite Spur S" gehen; denn S' 
bleibt bei der TJmlegnng von AB in 77^, S" bei der üm- 
legnng von AB in 77, an seiner Stelle. Fig. 60b (f. S.) 
enthält die Darstellung in der Zeichenebene. 
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je Anfgabeo: 

1. Aaf einer dnrch ihre 
Projektionen t^i und g^ 
gegebenen Geraden ist 
vom Pnnkte P eine 
Strecke von der ge- 
gebenen Län^re l ab- 
ZDtragen. Die Pro- 
jektionea der Strecke 
sind zn zeichaen. 

2. DiewahreG-estalteines 
Dreiecks soll ermittelt 
werden, wenn die 
ersten und zweiten 
Projektionen der Eek- 

"«■ *>*- pnnkte gegeben sind. 

. Die wahre Gröfse eines Winkels a zu bestimmen, 
wenn die ersten and zweiten Projektionen des 
Sobeitelpunktes sowie der beiden Schenkel ge- 
geben sind. 

. Der wahre Abstand eines dnrch Beine beiden ersten 
Projektionen gegebenen Punktes P von einer durch 
erste nnd zweite Projektion gegebenen Geraden g 
ist zn besUmmen. 




§ 23. Die Bestimmnng der wahren Gröfse eines 

Winkels (bezw. der wahren Gestalt eines Dreiecks) 

dnrch ümlegnng in eine ProjektionsebeBe. 

Die am Schlosse des vorigen Paragraphen genannten 
Aufgaben, welche dort gestellt waren, um mit Benutzung der 
wahren Längen von Strecken gelOst zu werden, können anch auf 
folgende einfache Weise erledigt werden. Es sefen (Fig. 61a) 
^ G, A^ H^ = a^ und ^ G^A^ H^ = a^ die beiden Projek- 
tionen eines Winkels 6.4^^ a. Man bestimmt die ersten 
Sparen B^ and C^ der Schenkel A G and A H und legt 
dann das Dreieck £, j4 C, , welches an der Ecke A den 
darzustellenden Winkel a enthält, durch Drehung um die 
Achse ^jC, in die Ebene 77, um. Dabei beschreibt jeder 
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Fnnkt der Dreiecksfläehe B^ A C, einen EreisbogeD, deasen 
Radius gleich dem seokrechtea Abatande des Pooktes von 
der Drebongsacbse B^ (7, ist und dessen Ebene genkiecht 




anf den Drehangsachse steht. Die Ebene des Kreisbogens, 
welchen der Seheitelpnnkt A des Winkels a beschreibt, nm 
in die Lage Ä' zn gelangen, schneidet daher die Ebene IT^ 
in den von A^ auf B^C^ geilten Lote A^D. Der Halb- 
messerdiesesKreisbogens 
ist die Hypotenuse DA 
des rechtwinkligen Drei- 
ecks DAA^, dessen Ka- 
thete A^A = A^ A, ist. / ■ Ti 
Um die Strecke DA in ^/ \ Jy ] ] 
der Zeichenebene darzu- 
stellen, hat man nur ~ 
nötig, das Dreieck DA A^ 
um die Achse DA^ in 
die Ebene /Z, hineinzu- 
drehen. 

Die Konstmktionselhst 
verlänft demnach wie 
folgt (Fig. 61b): Man 
fällt TonJ, das Lot .^,i> 
auf die Verbindungslinie 
^, C, der ersten Sparen der Schenkel, errichtet in A^ auf 
A^^ D das Lot A^ JEJ= A„ A^ and beschreibt um D mit DE 
den Kreis, welcher die Verlängerung von A^D inA' trifft. 
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Verbindet man Ä' mit ^^ und C,, so ist B^A'Cj^ der dar- 
znBtellendfl Winkel a. Statt der ersteo 'Sporen der Schenkel 
können aach die zweiten Spuren benutzt werden. Die Um- 
legfimg mufB dann in 77, erfolgen. 

Die schliefsliche Lage der Funkte G und S wird be- 
stimmt dnreli die von G, nnd H^ auf B^ C gefällten Lote, 
welche die Schenkel A' B^ und A' C^ des Winkels u in G' 
bezw. M' schneiden. Zugleich ist nnmittelbar einleuchtend, 
dafs A' G' H' die wahre Gestalt und Gröfse des Dreiecke 
angiebt, dessen Projektionen A^G^H^ und A^G^H^ sind. 

Ist P" irgend' ein Punkt der umgelegten Dreieckefläche 
B' A'O (Fig. 61b), 80 findet man die zu ihm gehörige erste 
und zweite Projektion P, und i\ folgendermafsen : Man 
zieht 2. B. die Gerade A' f, welche B^ C^ im Punkte Q^ 
trifft^ die Verbindangslinie Q, A^ wird von der durch i* 
zu B^ Cj gezogenen Senkrechten im Punkte P, geschnitten. 
Dem Punkte Q^ der Ebene 77, entspricht in der Ebene 77, 
der senkrecht darttber auf der Achse X gelegene 
Pimkt Q,. Dann zieht man noch Q^A^ nnd durch P, zur 
Achse ÖX die Senkrechte, welche QgA^ in /*, schneidet. 
jp, nnd i°g sind die zu /" gesuchten Funkte. 

Aufgaben: 

1. Die wahre Gröfse eines durch seine Projektionen 
auf 77j nnd 77, gegebenen Winkels a zu bestimmen, 
wenn der eine Schenkel von a 1) der Ebene 77,, 
2) der Ebene 77^ parallel ist, ohne 1) aof 77, 2) auf 
77, senkrecht zu sein, während der zweite Schenkel 
zu 77, oder 77, weder senkrecht noch parallel ist. 

2. Die Projektionen der Halbierungslinie eines durch 
erste und zweite Projektion gegebenen Winkels a 
sind zu konstruieren. 

3. Die Projektionen des Schnittpunkts der drei Hoben 
(bezw. der Mittellinien oder Winkelhalbierenden) eines 
durch erste und zweite Projektion gegebenen Drei- 
ecks zu zeichnen. 

4. Für ein durch erste und zweite Projektion gegebenes 
Dreieck sind die Projektionen der Mittelpunkte 
des eingeschriebenen, umgeschriebenen und der an- 
geschriebenen Kreise zu zeichnen. 

5. Die Projektionen der unter i) genannten Kreise 
sollen konstruiert werden. — (Diese Kreisprojektionen, 
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welche im aügemeinen Ellipsen sind, rnttsseB hier^ 
BO lange noch keine anderen Metboden auBeinander- 
gesetzt sind, ans den Punkten der wirklichen Kreise 
nach der am Schlnfs dieses Paragraphen gemachten 
Beme^nng hergeleitet werden.) A 

6. Dorch einen durch Ornndrifs und AnMfs gegAbenl^ 
Punkt P soll eine Gerade h gelegt werden, die eine 
dnieh erste und zweite Projektion gegebene Gerade jr 
onter einem gegebenen Winkel a achneidet Di& 
Projektionen von h sind zn zeichnen. 



§ 24. Über sichere Sctinittpiiiiktsbestimninng. 

Bei der Darstellung tob Geraden ereignet es sieh 
schon häufig, dafs KonstmktionsUnien, deren Schnittpunkte 
zn bestimmen sind, einander unter sehr spitzen Winkeln 
treffen. Die direkte genaue Bestimmung solcher Schnitt- 
punkte ans dem Verlanf der sieh sehneidenden Linien alleia 
ist dann meist unmöglich, 
and um so mehr ist es 
daher geboten, in solchen 
Etilen ein Mittel zu 
kennen, welches den 
Zeichner über diese Un- 
sicherheit leicht hinweg- 
kommen ISTst. 

Ein Schnittpunkt zweier 
geraden (oder krummen) 
Linien läfst eich nm so 
genauer fixieren durch 
einen leichten Nadel- 
oder Zirkeleinstich,*) je 
weniger der Winkel, den 
die beiden Linien in der 
Nähe des Schnittpunkts mit einander bilden, von einem 
Rechten abweicht. Man wird daher gut thun, in Fällen, 




*) Ee lei bei dieser Oelegenbeit davor gewarnt, Schnittpiuikte 
durch BleistiÄstriche und Bleistiftpnukte noch betonden xn kenn- 
leichoen, da dailarch der Ungen&nigkeit nnr Vorscbub geleistet wird, 
nunol solche Striche oder Punkte eich leicht verwischen. 
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"WO das zoDächst nioht bo ist, sich des folgenden einfachen 
Verfahrens za bedienen, das an einem leichten Beispiel 
«rläatert werden soll. 

Es sei (Fig. 62b) eine Strecke AB dnrch ihre beiden 
ersten Projektionen A S^ and A^B^ dargestellt, deren eine, 
A, -8,, gegen die A-Ächse unter einem wenig von einem 
Rechten verschiedenea Winkel geneigt iai P^ sei die erste 
Projektion eines anf AB gelegenen Punktes P, dessen zweite 
Projektion P, zn bestimmen ist. Sie liegt selbstverständlich 
«enkrecht ttber P^ auf A^^B^. Da aber die von P^ aa 




Achse gezogene Senkrechte A^ B^ anter kleinem Winkel 
triät, so ist der Schnittpunkt P, auf A^ B^ nur ungenau za 
erkennen. 

Aus Fig. 62 a (v. S.) folgt nun, dafs AP:BP= A^ P^ : B, P^ 
= j4g Pj : 5, P, iät. Um P, zu finden, braucht man daher 
nur A^ B, im Verhältnis ^ P^ : 5^ P^ zu teilen. Auf 
einem beliebigen dnrcb A^ gezogenen Strahl macht man 
^P' = ^,P, and P'S = P^.Bj, verbindet S' mit 5, und 
aieht durch P die Parallele zu B' B^, welche ^ P, im 
gesuchten Punkte P, trifft. Bei diesem Verfahren kann 
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man es stets so einrichten, dsTs zu kleine Sbtmittwinkel 
Termieden werden. Ferner bleibt es anch anwendbar, wenn 
die beiden Projektionen A,Bj nnd j4gA aenkreoht sinr 
Acbse stehen, d. h. wenn die betrachtete Strecke in einer 
ZOT Achse OX senkrechten Ebene liegt. 

Oft fahrt anch folgende Methode zam Ziel. Man stellt 
(Fig. 63) eine sowohl zu n^ als zu II, senkrechte Seiten- 
ebene J7g auf, bestimmt den Kreuzrirs Ä^B^ yon AB, sowie 
deigenigen Pg des durch seine erste ProjektioD F, gegebenen 
Fnnktes P, nnd bestimmt endlieh ans P, dnrch die zur 
Achse OX durch P, gezogene Parallele die zweite Projektion 
Pg von P. 

§ 25. Lagenbeziehnngen zwischen zwei Geraden. 

Betrefiä der gegenseitigen Lagenbeziehnngen zweier 
Geraden g nnd A zu einander bestehen zunächst zwei Mög- 
lichkeiten; entweder liegen sie in einer Ebene oder nicht 
Zwei in einer Ebene gelegene Gerade kOnnen sich 
sehneiden oder nicht schneiden. Im letzteren Falle 
sind sie parallel. Zwei nicht in einer Ebene gelegene 
Gerade heifsen windschiefe oder sieh kreuzende Gerade. 

Die in derselben Projektionsebene gelegenen Projek- 
tionen ron g nnd h sollen „gleichnamige" Projektionen 
heifsen. 

1. Ist die Ebene E zweiersich s-chneidenden Ge- 
raden zu keiner der drei Projektionaebenen fl^, /7j, 
Hg senkrecht and liegt weder g noch h in einer za 
irgend einer der Achsen senkrechten Ebene, so fallen 
keine zwei der projizierenden Ebenen zusammen; folglieh 
kOnnen dann auch keine gleichnamigen oder nngleichnamigen 
Projektionen in dieselbe Gerade zusammenfallen. Da aber 
g und k sieb schneiden sollten, so mUssen die Projektionen 
des Schnittpnt&ts sowohl auf den Projektionen der einen 
als auch auf denen der anderen Geraden liegen. Die erste 
bezw, zweite oder dritte Projektion des Schnittpunkts der 
Geraden g und k ist demnach der Schnittpunkt der gleich- 
namigen Projektionen von g und k, und als Projektionen 
eines Kamnpnnkts mtlssen je zwei dieser Projektionen auf 
einer Senkrechten zur entsprechenden Achse liegen. Die 
weitere Annahme, dafs weder g noch h in einer zu irgend 
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einer der Achsen senkrechten Ebene liegen soll, hat zur Folgen 
daTs keine der Projektionen von g oder h zu einer Achse 
senkrecht liegen kann. (Fig. 64). 




Liegt eine der beiden sich schneidenden Geraden g nnd A, 
etwa g, in einer znr Achse OX senkrechten Ebene M, 
ohne data die durch g und h bestimmte Ebene E 




TT 



auf einer der Projektionsebenen senkrecht steht, 
90 liegen die zwei ersten Projektionen g^ nnd g^ von g in 
einer zu OZ senkrechten Geraden, während die Projektion ^3 
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von jr zu den Achsen geneigt liegt; anch jetzt mUasen, da 
es sich nm zwei sieh schneidende Geraden handeln soll, 
die Verbindungslinien je zweier Projektionen des Sehnitt- 
panktH D senkrecht auf den entsprechenden Achsen stehen. 
(Fig. 65). 

Umgekehrt kann man aber in diesem Falle ans dem 
Umstände, dafs die Verbindnogslinie der Schnittpunkte Ton 
g^ und h^ sowie von g^ nnd A, eine zur X-Aohse senk- 
rechte Gerade ist, noch nicht sehliefsen, dafs g^ und g, 
sowie \ nnd k, zwei sich schneidende Geraden g nnd a 
darstellen; denn g^ nnd g, können aach die Projektionen 
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jeder anderen in der soeben genannten Ebene M gelegenen 
Geraden sein, welche die Gerade h nicht trifift. . Nnr 
dann, wenn die dritten Projektionen von g und h 
sich ebenfalls in einem Punkte schneiden, der 
einerseits mit dem Schnittpunkt der ersten Pro- 
jektionen g^ nnd A, anf einer Senkrechten zur 
F- Achse, andererseits mit dem Schnittpunkt der 
zweiten Projektionen g^ nnd A, anf einer Senk- 
rechten zur Z-Achse liegt, stellen g^ und jr,, sowie 
h^ nnd /t, zwei sich schneidende Geraden dar. Ein 
Beispiel zweier Geraden, die, nach den ersten und zweiten 
Projektionen alleib beurteilt, sieh scheinbar schneiden, 
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dennoch aber keinen gemeinsamen SchnittpQnkt besitzen, 
ist in Fig. 66 aoBgeMirt. 

2. Die Ebene E der beiden sich schneidenden 
Geraden g nnd h steht senkrecht anf nur einer der 
Projektionsebenen, etwa anf IT^. Dann faDen mit E 
die beiden Ebenen znaammen, welche die Geraden g und h 
anf 77^ projizieren imd demgemäfs mO^en dann aneh die 
beiden ersten Projektionen g, und hj in eine Gerade zn- 
sammenfallen^ die zweiten und dritten Projektionen hingegen 
fallen nicht zasammen. Ferner sind wieder alle Projektjonen 
geneigt zu den Achsen, so lange nicht eine der Geraden 
zugleich in einer Ebene liegt, die auf einer der Achsen 
senkrecht steht. Wird hiervon vorläufig abgesehen, so stellt 




Fig. 67 den hier möglichen allgemeinsten Fall dar; es sind 
nnr noch Sehnittpnnkte der gleichnamigen Projektionen in 
der zweiten und dritten Projektionsebene vorhanden, welche 
auf einer zur ^- Achse senkrechten Geraden liegen mUBBeo. 
Was den Spezialfall angeht, dafs z. B. ^ in einer zn 
einer der Achsen senkrechten Ebene M liegt, so kann man 
hier zwei von einander verschiedene Möglichkeiten in Be- 
tracht ziehen, je nachdem g einerseits in einer zu OX oder 
y, andererseits in einer zu. OZ senkrechten Ebene liegt. 
Ist A/XOZ oder J^O y so ist die Gerade g, weil sie dann 
zugleich in zwei anf /f^ senkrechten Ebenen liegt, selbst 
senkrecht anf IJ^ und iure erste Projektion g^ ist ein Punkt, 
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der aof die eirste ProjektioD h^ von h fällt. Die beidea anderea 
Projektioam g, and ^, sind parsUel aa Z-Aehse. (Fig. 68.> 
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Gehört g hiDgeg:en einer znr OZ-Aehse senkrechtem 
Ebene M an, bo moTa sie parallel zn n^ eein; ihre erste- 
ProjektioD g^ fällt wieder mit deijenigen Ton h zasammeUr 
während g, und jfg parallel znr Z- bezw. Y-Achse sind- 




(Fig. 09.) Die ersten Projektionen lassen keinen Schnittponkt 
erkennen; die Sehnittpookte der zweiten und dritten Pro- 
jektionen liegen wieder in einer Senkrechten zur Z-Achse. 
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Umgrekehrt kann gefolgert werden, dth, sobald zwei 
gleicbnamige Projektionen zweier Geraden g nnd k 
xnsammenfallen, während zwei andere gleicb- 
namige Projektionen aicb schneiden, die he- 
Ireffenden Geraden sich ebenfalls sobneiden and 
in einer Ebene liegen, die senkrecht steht auf der 
Ebene der zuHammenfallenden Projektionen. 

3. Die Ebene U der sieh schneidebden Geraden </ 
and k steht senkrecht auf zwei Projektionsebenen, 
«twa anf 77^ und 7^; dann mofs E aach senkrecht auf der diesen 
l)eiden Ebenen gemeinsamen Achse stehen, also im gewählten 
Seispiele auf OX. Demzufolge fallen jetzt sowobl die auf 




J7, als aneh die auf /7, projizierenden Ebenen mit der Ebene E 
4er Geraden selbst zosammen; es liegen daher sowohl die 
•ersten als auch die zweiten PiojektioneQ von g und k in 
derselben zur X-Achse senkrechten Geraden. Da nun 
die Ebene E nicht gleichzeitig auf drei Ebenen /7j, /7,, 77,, 
Ton denen keine zwei einander parallel sind, senkrecht 
stehen kann, so kOnnen die dritten Projektionen g^ nnd h. 
nicht zusammenfallen; Tielmehr sind sie, da die Ebene E 
wegen ihrer senkrechten Stellnng znr X-Achse parallel 
2nr Ebene 77, ist, den Gteraden g bezw. k selbst paralleL 
Sie müssen sich femer in einem Punkte schneiden, da 
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g und h als sieh schoeidende Gerade roraoBgesetzt warm. 
(Fig. 70.) 

Adcli hier kOnneii wieder die besonderen Falle be- 
trachtet werden, in denen eine der Geraden, etwa g in 
einer Ebene M liegt, die noch zn einer der Übrigen Achsen 
senkrecht steht. I^ neue Momente sich dabei nicht er- 
l^bei), mag der Hinweis anf die Fig. 71 nnd 72 genügen. 
In [lg. 71 liegt g in einer znr X- oder Y-Achse, in Fig. 72 
in einer zur Z-AoliBe senkrechten Ebene. 

Durch Umkehnmg der Betrachtang Mst noh wieder 
folgern, dafs zwei Gerade g nnd K, deren erste und deren 




zweite Projektionen in derselben znr .S-Achse senkrechten 
Geraden liegen, deren dritte Projektionen sich aber 
schneiden, in einer znr X-Achse senkrechten Ebene liegen 
and sich schneiden. 

4. Sind zwei Gerade g nnd h parallel nnd 
liegen sie nicht in einer zu irgend einer Pro- 
jektionsebene senkrechten Ebene, so fallen keine 
zwei projizierende Ebenen zusammen ; die gleichnamigen 
projizierenden Ebenen sind parallel nnd daher sind anch 
^e gleichnamigen Projektionen von g nnd h paralleL 
(Fig. 73 f. S.) 



I, DanltlltBa« OMMttfl«. 
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nt.n. 

Liegen die beiden Geraden g nnd A in einer nnr auf einer 
Projektionflebene senkreohten Ebene, bo fällt ein Paar gleieh- 
namiger Projektionen znaammen, die anderen gleiohnamigeii 
Projektionen sind parallel, ohne zuBammenzu&llen. (Fig. 74). 




Ist die Ebene der beiden parallelen Geraden senkrecht 
auf zwei Projektionsebenen, so fallen zwei Paare gleick- 
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namiger Projektionen in eine zn einer Achse senkrechte 
Gerade zosammen; das dritte Paar gleichnamiger Projek- 
tionen ist parallel. (Fig. 75.) 
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Umgekehrt gilt der folgende SehlnfB: „Fallen zwei 
Paare gleichnamiger Projektionen von zwei 
Geraden g nnd h zusammen in eine Senkrechte 
zu irgend einer Achse, so sind die Geraden 
g und h nnr parallel, wenn ihre dritten Pro* 
jektionen parallel sind." 

h. Wenn zwei Gerade g nnd k windschief sind, 
d. h. nicht in einer Ebene liegen, ist wieder der allgemeinste 
Fall, dafs keine von ihnen in einer zn irgend einer Pro- 
jektionsachse senkrechten Ebene Liegt. Dann steht keine 
ihrer Projektionen senkrecht auf einer Achse. Liegen tlber- 
dies die Geraden so im Kaume, dafs keine gleichnamigen 
projizierende Ebenen parallel sind, so kijnnen keine gleich- 
namige Projektionen parallel sein; die Verbindungslinie je 
zweier Schnittpunkte gleichnamiger Projektionen sind nicht 
senkrecht zn den betrefTenden Achsen. (Fig. 76.) 

Liegt eine der beiden Geraden in einer zu einer Achse 
senkreohtCD Ebene, so liegen zwei ihrer Projektionen auf 
einer zu dieser Achse senkrechten Geraden; auf diese 
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Gerade fällt dann aacb die Verbindungslinie der Sclmitt- 
punkte zweier gleichnamigen Projektionen. (Fig. 77). 




He- 71. 

Sind die Geraden g and A so gelegeD, dafs nur zwei 
gleichnamige ihrer projizierenden Ebenen parallel sind, ohne 
dafs die Geraden in Ebenen liegen, die senkrecht anf einer 
Achse sind, so werden zwei gleichnamige Projektionen 
parallel; die Verhindnngslinie der Schnittpunkte der anderen 
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gleiobnamigeD Projektionen steht nicht senkrecht zu der 
.entsprechenden Achse. {Fig. 78). 




Liegen die windschiefen Geraden in zwei aof einer 
Achse senktechten Ebenen, so werden zwei Paare gleich- 
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nami^i Projektionen 'parallel und 'zQgleich senkrecht zn 
jener Achse. Das dritte Paar Projektionen aber ist nicht 
parallel (Fig. 79). Sonst würden die Geraden selbst parallel 
sein, demnach in einer Ebene liegen nnd nicht windschief sein. 

Unter dem Winkel zweier windschiefen Geraden 
versteht man den Winkel, welchen die eine von ihnen mit 
der durch einen ihrer Punkte parallel znr anderen gezogenen 
Geraden einschlierBt. 

Den kürzesten Abstand zweier windschiefen 
Geraden erhält man, wenn man sie durch eine dritte 
Gerade schneidet, die anf ihnen beiden senkrecht steht. 
Anf die genaue Anstührnng dieser Aufgabe wird an späterer 
Stelle eingegangen. 

Anfgaben: 

1. Der Abstand zweier beliebigen parallelen Geraden, 
deren Projektionen zn keiner Achse senkrecht sind, 
ist zn bestimmen. 

2. Zu der Seite A B eines durch GmndriCs nnd Antrifs 
gegebenen Dreiecks ABC ist in der Dreiecksfläche 
eine Parallele zu ziehen , welche von A B den 
gegebenen Abstand l hat. Die Projektionen der 
Parallelen sind zu konstruieren. 

3. Der Winkel zweier windschiefen Geraden ist zu be- 
stimmen {ffir verschiedene Lagen der beiden Geraden). 

4. Die wahre Gestalt und Gröfse eines durch Grundrifs 
und Aufrifs gegebenen Parallelogramms ist zu be- 
stimmen. 



§ 26. Darstellnng der Ebene. — Allgemeine Lage. 

Eine unbegrenzte Ebene E dnrcb ihre Projektionen 
auf die drei Projektionsebenen n^, n^, n^ darzustellen, ist 
insofern zwecklos, als im allgemeinen, d. h. bei nicht 
spezieller Lage der Ebene E, jede der Projektionen von E 
sich ganz mit der betreffenden Projektionsebene deckt, und 
somit verschiedene Ebenen im Allgemeinen hinsichtlich ihrer 
Projektionen keine Verschiedenheiten aufweisen. 

Zar Darstellung einer Ebene werden vielmehr ihre 
Schnittlinien mit den Projektionsebenen verwendet. 

Eine in allgemeiner Lage befindliche Ebene, 
d. i. eine solche, welche zu keiner der drei Projektions- 
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ebenen senkreeht oder parallel ist, die ferner nicht durch 
eine der ProjektionBachsen oder ihren ^meinBamea Schnitt- 
punkt ^ht, sehneidet jede der drei ProjektionsebeDeD in je 
einer Geraden. (Fig. 80 a.) 2 

Diese drei Schnitte mit 
den Projektionsebenen, 
«,, s^, 8, heiTsea „erste, 
zweite, dritte Spnr" 
bezw. „Horizontal- 
Bpur", „Vertikalspnr" 
nnd „Seitenspnr" der 
Ebene E. Da jede der 
Achsen die Ebene E im 
all^^emeinen in je einem 
Punkte schneidet und za- x 

gleich in zwei Projek- x^i 

tionsebenen liegt, mtlBsen 

sich je zwei Spuren auf "*■ **" 

je einer Achse in je einem Punkte schneiden; die drei 

Sporen bilden zusammen das „Spurendieieck". 

Jede der drei Spnren 
ist ihrer Lage nach durch 
diebeiden anderen Spnren 
vGllig bestimmt; so ist 
z. B. die dritte Spur «g 
die Verbindungslinie der 
jenigen Punkte B und C, 
in welchen die erste und 
zweite Spur, s^ und s,, 
die Y- bezw. 2- Achse ■^■ 
schneiden. Die Lage 
einer Ebene ist daher 
schon durch Angabe 
zweier Sporen bestimmt. 
Je zwei in verschiedenen 
Projektionsebenen ge- 
legene Gerade, die sieh, nc-w»*- 
nötigenfalls bei hinreichender Verlängemng auf der diesen 
beiden Projektionsebenen gemeinsamea Achse schneiden, 
können als Spnren einer Ebene angesehen werden nnd be- 
stimmen die Lage der letzteren im Baume ToUsßlndig. 
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Werden die erste und dritte ProjektioDBebene, n^ and 
n^ in die aufrecht gedachte Projektionsebene IT, nmgelegt, 
•0 ergiebt sich die ohne weitere Erläntenmgen verst^d- 
yohe,inFig.80b(T.S.) 
dargestellte Lage der 
drei Sparen oder die 
hierin enthaltene Dar- 
stellung der Ebene 
selbst. Zu beachten 
is^ dafe 0B= OB' 
sein mnb. 

Da die erste Spur a^ 

in der Ebene n^ liegt, 

fällt sie mit ihrer 

ersten Projektion za- 

die zweite 






nnd dritte Projektion 
Ton Sj felleü auf die X- bezw. Y-Achse. Ganz Ent- 
sprechendcB ^It fhr die anderen Spuren. 

Kach der Lage der Spnren 
nnd ihrer Neigung zu den 
Achsen läfat sich leicht be- 
urteilen, ob die dargestellte 
Ebene in den versohiedenen 
Projektionen dieselbe Seite 
oder verschiedene Seiten zeigt 
Es soll das an einigen Bei- 
spielen erläutert werden. 

Haben die Spuren die in 
Fig. 80a und 80b (v. S.) an- 
genommene Lage, so wird von 
den bezw. zu i7^, 77,, 77, senk- 
rechten Frojektionsstrahlen, die 
in der Richtung der Pfeile 
Pi> Pt'Ps anfallen, immer zu- 
erst dieselbe Seite der Ebene E 
getroffen. Folglich mufs füx 
drei Beschauer, welche in der 
'*"'*■ Richtung der Pfeile p,, pf,pt, 

auf die Ebene E hinsehen, gleichzeitig dieselbe Seite der 
Ebene sichtbar sein. Handelt es sich um eine Ebene E, 
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§ 36. Dargtellnug der Ebene. — AUgemdne La««. SO* 

deren Spurenlage durch Fig. 81a und 81b dar^stellt istr 

so toeffen die senkrecht zu n^ und ff, anffallcHden Pro- 

jektionBBtrahlea znnächet diesellü Seite von E, die senkreoht 

zn iZg auffallenden Pro- 

jektionsstrahlen hiu^gen 

zuerst die entgegengesetzte 

Seite von E. Fttr die 

beiden Beobachter, welche 

in der Richtung der Pfeile 

p-y und p^ auf die Ebene 

sehen, wird daher dieselbe 

Seite Ton E, &a den dritten 

Beobachter aber die andere 

Seite TOD E sichtbar sein. 

Eine noch andere An- 
ordnung der Sporenlage 
zeigen Fig. 82a nnd 82b; 
dort tat für die in den 
Richtungen />, und p^ 
blickenden Beobachter die n- s« 

gleiche Seite, für den in 

der Richtung p, aufschauenden Beobachter hingegen die andere 
Seite sichtbar. 

Die Entscheidung dar- 
über, welche Seiten der 
Ebene E bei Voraussetzung 
der Torher bezeichneten all- 
gemeinen Lage sichtbar sind, 
Ülfst sich leicht in einfacher 
Weise treffen, wenn man 
die zu der Ebene E gehörigen 
„Achsenabsehnitte" he- 
rttcksichtigt. Unter den 
Ächsenabschnitten sollen die 
zwischen dem gemeinsamen 
Achsenschnittpunkt und den 
drei Durchschnitten A^ B, C 
der Achsen mit der Ebene 
gelegenen Strecken OA, OB, 

OC verstanden sein. (Fig. 80a.) Sobald ein solcher Achsen- 
abschnitt noch in dem ersten Raumoktanten liegt, soll er alS' 
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positiv, im aaderen Falle als negativ bezeictinet werden. 
Zwei positive oder zwei negative ÄchsenabBchii'itte 
sollen „gleicii artig", ein negativer und positiver, 
sofem sie mit einander verglichen werden , „angIeioh> 
artig" genannt werden. 

l>ie drei Acbaenabschnitte einer Ebene sind nnn ent- 
weder sämtlich gleichartig oder nnr zwei unter ihnen gleich- 
artig nnd der dritte ungleichartig. Das erstere ist der Fall, 
wenn sie alle positiv oder alle negativ sind, das letztere 
dagegen liegt vor, wenn zwei von ihnen positiv nnd einer 
negativ, oder wenn zwei negativ mid einer positiv sind. 

Dann flberzengt man sieb leicht von der Richtigkeit 
folgender Regel: 

„Sind die Acbsenabschoitte einer Ebene 
sämtlich gleichartig, so erblickt man in jeder 
der drei den Achsen parallelen Sehrichtnngen 
dieselbe Seite der Ebene. Sind dagegen die 
Achsenahscbnittc nicht sämtlich gleichartig, 
so erblickt man nnr in den beiden den gleich- 
artigen Ach senab schnitten parallelen Sefa- 
riehtnngen dieselbe Seite, in der dritten 
Sehricfatung die andere Seite der Ebene." 



§ 27. Besondere Lagen der Ebene. 

1. Steht die Ebene E, ohne dafs sie den gemeinsamen 
Achsenschnittpunkt enthält, senkrecht auf nur einer 
der drei Projektionsebenen, etwa auf /7,, so ist sie 
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parallel zti der anf dieser ProjektioDBebene senk- 
rechten Richtong, also in dem gewählten Beispiel zur 
Z-Achse. Folglich kann sie die Z-Aehse im Endlichen nicht 
sctuieideD; es rttckt viel- 
mehr der im allgemeinen 
Falle anf der Z- Achse 
vorhandene Spnrenachnitt- 
pnnkt in die nnendliche 
Feme. Die zweite und dritte 
Spur werden parallel zur Z- 
Achse, während die erste 
Spar eine beliebige Lage 
hat (Fig. 83a nnd b.) — 
Ist ^X ^t ' *"* werden 
e^ und «, parallel znr ¥' 
Achse (Fig. 84); ftir^lT?, 
sind s^ nnd s, parallel zar 
X-Achse. (Fig. 85.) 

Die Antwort anf die 
Frage, welche Seiten der 
Ebene in den drei Seh- 
richtnngen sich dem Beschauer zeigen, erfährt hier in- 
sofern eine Modifikation, als eine zu irgend einer Pro- 
jektionsebene senkrechte Ebene E immer der einen Seh- 
riehtong parallel ist. Daher kehrt die Ebene E dem in 
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dieser EÜohtimg auf sie blickenden Beschaner ihre beidea 
Seiten gleichmärstg zn. HinBiohtlich der anderen beiden 
Sehricbtnngen aber lautet das Kriterinm wie früher, (g 26) t 
„Bei gleicbartigen AcbBenabschnitten er- 
blickt man dieselbe, bei angleich artigen. 
Aehsenabscfanitten verschiedene Seiten der 
Ebene." 
Znr Erläntenmg dienen die Flg. 83 a und 86. 

2. Steht die Ebene E^ 
ohne mit einer der Frojek- 
tione ebenen zosammenzn- 
fallen, gleichzeitig senk- 
recht auf zweien der 
Projektionsebenen, s» 
ist sie parallel zar 
dritten Projektions- 
ebene. In diesem Falle 
können diese dritte Pro- 
jektionsebene und die 
zwei in ihr gelegenen Pro> 
jektioneaehsen von der 
Ebene E im Endlichen 
p, g^ nicht geschnitten werden- 

Es rUcken eine Spar nnd 
zwei Sporenschnittpankte in die unendliche Ferne; die anderen 
beiden Spuren stehen senkreciit zur dritten Projektionsachee. 
(Fig. 87 a und b.) Während in Fig. 88 die Ebene E parallel 
zn ^^^ dargestellt ist, ist sie in Fig. 88 parallel zu /7„ in. 
2 Fig. 89 parallel zu 77, 

angenommen. 

Da eine Ebene E^ 
die zu einer Projek- 
tionsebene parallel ist,, 
gleichzeitig zwei Seh- 
richtungen parallel ist, 
so zeigt sie dem Be- 
Bchaner in diesen beiden 
Sehrichtuiigen gleich- 
zeitig beide Seiten, in 
der dritten Sehrichtnngr 
^ aber nur die eine Seite- 
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JedM Mal, wenn eine Ebene E auf einer Projektions- 
ebene senkrecht steht, ist die Projektion der Ebene E aof 
diese Projektionsebene eine Gerade. (§ 3, 6). Folglioh be- 
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sitzt eine anf nur einer Projektionsebene senkrechte Ebene 
eine geradlimge Projektion, eine auf zwei Projektionsebenen 
senkrechte Ebene dagegen zwei geradlinige Projektionen. 
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Fif. es. ng. w. 

Da eine Ebene nicht gleielizeitig auf drei Projektions- 
ebenen, von denen keine zwei parallel sind, senkrecht 
stehen kann, so können nicht alle drei Projektionen der 
Ebene E sich auf gerade Linien reduzieren. 
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3. Geht eine Ebene E daiah den ÄchseosofaDitt- 
ponkt 0, nicht aber dorch eine der Achsen, ao liegt der 
Achseoschnittpnnkt gleichzeitig anf allen drei Spnren der 




Ebene; das Spnrendreieck schrampft in einen Pnnkt, den 
Achsenscbnittpnnkt 0, zusammen. (Fig. 90 a nnd b.} Wie 
in diesem FaUe aas zwei Spnren der Ebene dl« dritte Ebene 



gefimden wird, findet sieh an einer später folgenden Stelle 
dargelegt (§ 28.) Es ist fllr diesen Fall die Ansfttbmng 
einer HttlfskoDstroktion erfordeilich, da die Achsenabschnitte 
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sämtlicli die Libige Nnll haben und somit die firOher (§ 26) 
ao^gebene Konstruktion versagt. — Aus dem gleichen 
Grande versagt aneh hier znnächst das Kriteriiim (§ 26) 
dafür, welche Seiten der Ebene dem Beschauer in den drei 
Hauptsehricbtungen zugekehrt sind. Das genannte Kriteriom 
tritt jedoch sofort wieder in Kraft, sobald die ursprtlngliohe 
Ebene durch eine zu ihr parallele Ebene ersetzt wird, die- 
nicht durch den Achsenschnittpunkt geht; denn zwei Parallel- 
ebenen kehren dem Beschauer in den einzelnen Seh- 
richtungen entsprechend gleiche Seiten zu. 

4. Sobald eine Ebene E aufser durch den Achsen- 
schnittpunkt noch durch eine Projektionsachse 
geht, müssen zwei Spuren der Ebene E mit dieser Pro- 



jektionsachse zusammenfallen; die dritte Spur ist unter be- 
liebigem spitzen oder stumpfen Winkel gegen eine der 
anderen Aiäisen geneigt. {Fig. 91a und b.) Das Spuren- 
dreieck ist wie im vorigen Falle zu einem Punkte zu- 
sammengeschrumpft; das Siehtbarkeitskriteriam kann nur 
zur Anwendung kommen, wenn man die betreffende Ebene 
durch eine Paiallelebene ersetzt; aufserdem slud für dea 
Beschauer in der Sebrichtung, welche der in der Ebene- 
liegenden Achse parallel ist, beide Seiten der Ebene sichtbar. 
Der hier behandelte Fall ist als ein besonderer Fall einer 
auf nnr einer Projektionsebene senkrechten Ebene anzusehen. 
5. Jede durch zwei Projektionsachsen gehende- 
Ebene ist mit einer Projektionsebene selbst identisch. 
Jede solche Ebene hat je zwei Achsen zu Spuren. 
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§ 28. Die Geraden und Fnnkte einer Ebene. — 
Die Spnrparallelen. 

Jede in einer Ebene U gelegene Gerade g schneidet 
die drei 9pnien «,, «„ «, yon ^ in je einem Punkte. Diese 
Schnittpnnkte liegen, 80> 
fem g keiner dei Sparen 
von E parallel ist, sämt- 
lich im Endlichen, im 
anderen Falle zum Teil 
in nnendlicher Feme. 
Da nun jede Spur ge- 
rade die Gesamtheit der 
Pnnkte enthält, welche 
die Ebene E Überhaupt 
mit der betreffenden 
Projektionsebene gemein- 
sam hat, so folgt ohne 





^ ^ Weiteres der wichtige 

Satz : 

„Die Sparen jeder in einer Ebene liegen- 
den Geraden liegen anf den gleichnamigen 
Sparen der Ebene." 
Dieses Ergebnis reiansehaalieht Fig. 92 a and b. 




:byG0C>^lc 



i 28. Die Geraden oud PmiUe einet Ebene. -•- Die SpnrpanUlelen. 97 

Ist die Gerade g pBfalltl m einer der Spnren, so ist 
sie zugleich parallel za derjenigen Projektionsebene, in 
welcher jene Spur liegt, da $ diese Projektionsebene nnr in 



«inetn Pnnkte der betreffenden Spar treffen könnte, was 
Aber hier durch die Parallelität der Geraden g nnd jener 
Spar aDSgeschlossen ist. Folglich mofs dann die in jene 
I^ojektioneebeae fallende Projektion TOn g der genannten 
Spar parallel sein, während 
■die anderen beiden Pro- 
jektionen von g bezw. den 
in jenen Projektionsebenen 
liegenden Achsen parallel 
sind. So ist in Fig. 93 a 
and b die Gerade g parallel 
;zn 8, ; alBO <7, ebenfalls 
parallel za «^ ; dagegen g. 
parallel zar Achse OX. 
Die dritte ProjAtion g^ 
ist fortgelassen. FOr äie 
andere Gerade h, die 
parallel za «, ist, iat h, 
parallel zur Achse OX, 
A, dagegen purallel za «,. "''' ™°' 

Jede Gerade üaer Ebene, die einer der Spnren der 
£bene parallel ist, soll fortan eine „Spnrparallele" ge- 
2iannt werden; diese Geraden finden mannigfache Ver- 
«rendnng bei den TerschiedenartigsteD Aufgaben. 

Mthtiitt, DinUlltBd« SMiiMtdB. 7 
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Ans der Torstehenden Betraohtnng entspringt folgende 
Umkehrnng: 

„Soll eine Ebene durch eine Gerade gelegt 
werden, so mtlasen die Spnren der Ebene 
darcb die gleichnamigen Spnren der Geraden 
gehen." 

Nach dem ersten Satze (s. S. 96) kann man die Fro> 
jektionen beliebig vieler in einer gegebenen Ebene gelegenen 
Geraden zeichnen. Man braucht nur (Fig. 92 b) eine Pro- 
jektion, z.B. g^, in beliebiger Richtung zn ziehen, in deren 
Sohnit^onkten o' nnd S," mit der Spur <, bezw. der Achae 
OX die Senkrechten zor Achse 0.X zu ziehen, nnd deren 
Schnittpunkte S,' und S" auf der Achse OX bezw. der 
Spar «, miteinander zu verbinden, so hat man in S^'S" die 
zweite Projektion deijenigen Geraden g der gegebenen 
Ebene, deren erste Projektion die beliebig gezogene Gerade g^ 
ist. Die dritte Projektion ^, wird ganz analog gefunden. 

Will man eine beliebige in der Ebene £ gelegene zu «, 
gehörige Sparparallele darstellen, so verehrt man nach Mafa- 
gäbe der Fig. 93 b. Man zieht in beliebigem Abstände von 
der ersten Spur «j die Parallele ff^ zn «, , errichtet in ihrem 
Schnittpunkte S," mit der Achse Oa das Lot auf OX^ 
welches die zweite Spur «, in S" trifft. Die Parallele durch 
S" zn OX ist dann die zweite Projektion ^, derjenigen zu 
«j gehörigen Spnrparallelen, deren erste Projektion die zuerst 
gezogene Gerade f, ist 

Den zweiten Satz (S. 98 oben) kann man zur Bestimmung 
der dritten Spur einer Ebene benntten, wenn irgend einer 
der Spnrensehnittpunkte auf den Achsen anfBerhalb der 
verfHgbuen Zeichenfläche liegt 

Es sei die Ebene E (Fig. 94) durch ihre beiden erstea 
Spnren gegeben; die Spur »^ trifft aber die Y"- Achse nicht 
innerhalb der Zeichenääche. Die Spur «, mnfs dann 
erstens durch den Schnittpunkt C der zweitäi Spur ^ mit 
der ^■-Achse, zweitens durch die dritte Spnr einer in der 
Ebene E liegenden Geraden ff gehen, deren erste nnd zweite' 
^ur innerhalb der Zeichenfläche erhältlich sind. Man zieht 
unter geeignetem Winkel gegen die Spnr <, eine Gerade ff^, 
die die erste Projektion einer in E liegenden Geraden g- 
vorstellen soll, bestimmt dann auf bekannte Weise Ihrä 
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zweite und dritte Spui, nnd verbindet endlich die letztere 
(S"') mit dem bereits voihandeoen Paukte C anf der ^Ächse. 
CS'" ist die verlangte dritte Spnr a, der Ebene E. 

Fig. 95 zeigt die LSsnng derselben Aufgabe mit Be- 
nutzang einer Spnrparailele. Man zieht par^lel zu «, die 
Gerade y, als zweite Frojektion einer in E gelegenen Spur- 
parallele nnd konstruiert deren dritte Spur S'". CS'" ist 
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wieder die gesucbte dritte Spar «, der Ebene. — Mau hätte 
auch eine Parallele za «^ benutzen können. 

In Fig. 96 a (t. S.) ist der zweite Fall behandelt, wo 
weder «, noch », die Y- resp. ^Achse innerhalb der Zeichen- 
flftohe treffen. Die LSsnng erfolgt dnrch Anwendung tod 
zwei in der Ebene E gelegenen Hulfegeraden g and h. 
Der Einfachheit halber sind Spurparallelen benutzt worden. 
Im Prinzip ist es gleichgültig, ob man zwei Parallelen zd 
derselben Spur oder zu verschiedenen Spuren zieht. Fig. 96a 
zeigt das erstere, Fig. 96 b das letztere. 

Hier ist es femer am Platze, die Konstruktion der 
dritten Spur einer Ebene zu berühren, die dnrch den gemein- 
samen AchseuBchnittpnnkt geht (vgl. § 27). Man hat za 
einer der beiden Spuren, etwa s^ eine Parallele zn ziehen 
und deren dritte Spur mit dem Punkte zu verbinden. 

Im Anschlufs hieran sei noch von den Paukten einer 
Ebene die Rede. Dnreh jeden Punkt einer Ebene gehen 
bekanntlich unzählig viele Gerade der Ebene. Daraas ent- 
springt der Satz: 

„Die drei Projektionen jedes Punktes 
einer Ebene liegen auf den gleichnamigen 
Projektionen jeder durch ihn gehenden 
Geraden der Ebene." 
Liegen die drei Projektionen eines Punktes nicht sämt- 
lich auf den gleichnamigen Projektionen einer in einer ge- 
gebenen Ebene liegenden Geraden, so liegt auch der Punkt 
nicht in jener Ebene. Folglich ergiebt sich das Kriterium 
dafür, ob ein gegebener Punkt in einer gegebenen Ebene 
liegt, aus dem Satze: 

„Ein Paukt liegt dann in einer ge- 
gebenen Ebene, wenn eine beliebige, 
der Ebene angehörende Gerade, deren 
eine Projektion durch die gleichnamige 
Projektion des Punktes geht, auf ihren 
anderen beiden Projektionen ebenfalls 
die gleichnamigen Projektionen jenes 
Punktes enthält." 
Kommt man im allgemeinen auch mit der Benutzung 
zweier Projektionsebenen aus, so sind die beiden vorstehen- 
den Sätze mit KUcksicht auf den Spezialfall, dafs die be- 
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nützte Gerade aaf der Achse der beiden laetat benutzten 
Projektionsebenen senkrecht steht, sogleich für drei Pro- 
jektionsebenen ans^sprocben. 

Die konstroktive Entseheidong, ob einer durch seine 
Projektionen gegebener Punkt P in einer durch ihre Spuren 
«1 und «j gegebenen Ebene liegt, ist in Fig. 97 ausgeführt 
Man zieht durch P^ eine beliebige Gerade g,, die man als 
erste Projektion einer in der Ebene liegenden Geraden g 
anlfafst, und bestimmt defen zweite (bezw. dritte) Projektion g^ 
(bezw. j7,}. Liegt dann P, (bezw. P^) auf g^ (bezw. g^), so 
ist P ein Punkt der Ebene. In Fig. 97 liegt somit P in 
der dargestellten Ebene, Q dagegen nicht 



Anstatt einer beliebigen Geraden g kann auch eine 
Spurparallele verwendet werden. {Fig. 98.) 

Aus dem Vorstehenden folgt, dafs die zweite und 
dritte Projektion einer ebenen Figur, die in einer 
durch ihre Spuren gegebenen Ebene liegen soll, 
bestimmt sind, sobald die erste Projektion der 
Figur gegeben ist 

§ 29. Bestimmnug der Spuren einer Ebene. 
Fnndamentalanfgaben. 

Mit den bisherigen Htllfsmitteln lassen sieb gewisse 
I^mdamentalanfgebeu über Spnrenbestimmungen lösen. Be- 
kanntlich ist eine Ebene vSllig bestimmt: 1) durch zwei 
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sieh mbneidende Geraden: 2) daroh zwei parallele Geraden; 

3) durch eine Gerade nnd einen nicht in ihr liegenden Funkt; 

4) dnroh drei nicht in gerader Linie gelegene Pankte. 




1. Gegeben sind zwei sieh schneidende Geraden 
jrandA; es sollen die Sparen der daroh g and h be- 
stimmtCD Ebene gezeichnet werden. (Fig. 99a und b.) 
Die LOsnng iat folgende: Man bestimmt die ersten nnd 
zweiten Sporen der beiden 
Geraden: S', T" bezw. S" T" 
der beiden Geraden. Die Ver- 
bindnngsUnien 5' T' nnd 5" T", 
welche sich übrigens in 
einem Punkte der X-Achae 
schneiden mUssen, sind die 
erste nnd zweite Spar der 
Ebene. Es genOgt natürlich 
aneh die Bestimmung nur einer 
snveiten Spur, etwa S", wenn 
die beiden ersten Spuren nnd 
der Achsenschnittpunkt A be- 
kannt sind, da die zweite Spur 
«, der Ebene durch zwei Pankte 
hinreichend bestimmt ist. 
Fällt die eine oder andere der zu benutzenden Spuren 
von g und h nicht in die verfügbare Zeichenfläche, 
80 kann man zunächst eine HOl&gerade k zeichnen, die beide 
gegebene Geraden schneidet, folglich aaeh in der duioh ^ 
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und h beBtimmten Ebene lie^, nnd deren Spuren in die 
dispiHiible Zeichenfläche fallen. Erforderlioben Falles zieht 
man nooli eine zweite derartige HtUägerade /. (Fig. 100.) 



Ist die eine der beiden sicli scbneidenden Ge- 
raden, etwa s, in einer zur X-Acbse senkreehteo 




Ebene gelegen (Fig. 101), so mnls mit KUckBicht anf § 20 
die Lage dieser Geraden dnroh Angabe der zugeordneten 
Projektionen zweier in ihr gelegenen Paukte festgelegt Bein. 
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Als den einen dieser Pankte benutzt mAn naWriicli den 

Setmittpunkt D tod g nnd h; den zweiten Punkt Q kann 
man beliebig auswäblen. Anstatt die Lage der Projektionen 
von Q YorzoBchreiben, kann man anch die Richtung der 
dritten Projektion g. von g angeben. Um die Spuren der 
durch g nnd h bestimmten Ebene zu konstruieren, benutzt 
man hier zweokm&faig die Seitenebene 77g, indem man p, 
mit den Achsen OY und OZ znm Schnitt bringt und dann 
die zugehtirigen Projektionen dieser beiden Schnittpunkte in 
77, bezw. 77, aufsucht. So erhält man die eiste und zweite 
Spur, S" bezw. S", von g. Von der Geraden A ist wieder 
nur eine Spur erforderlieh. 




m. i<n>. 



2. Gegeben sind zwei parallele Geraden ^ nnd A; 
die Spuren der durch sie bestimmten Ebene sind zu 
zeichnen. Man bestimmt wie vorher die Spuren jeder Ge- 
raden und verbindet die gleichnamigen Spuren mit einander. 
Zur Kontrole der Zeichnung dienen die Schnittpunkte der 
gefundenen Ebenenspuren mit den Achsen. (Fig. 102a und b.) 

3. Die Spuren einer Ebene, die durch eine Ge- 
rade g nnd einen nicht in g gelegenen Punkt P be- 
stimmt ist, findet man, indem man zunächst durch P eine 
Gerade legt, die entweder g schneidet oder zu g parallel 
ist, und dann nach einer der soeben angegebenen Methoden 
verfährt. 

4. Die Spuren einer Ebene, die durch drei nicht 
in gerader Linie gelegene Punkte P, Q, R bestimmt 
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ist, eannittelt man ebenäüls dtit-eh ZorfickfUhrang auf eine- 
der vorigen Aufgaben. Man rerbindet zonSchst etwa die 
Pmikte: F nnd Q durch eine Gerade $ und zieht dnreh. d«k 




I in der Ebene E gelegenen 



dritten Punkt Ü xa $ die Parallele. Dag Übrige ei^ebt 
sieh wie vorher. 

Da die drei Pankte, durch welche soeben die Ebene E 
bestinintt war, die Ecken eini - — — - 

Dreiecks siodr bO ist anch 
die Aufgabe gelOst, die 
Sparen einer Ebene ans 
den Projektionen eines 
in ihr gelegenen Drei- 
ecks za bestimmen. In 
manchen Fällen ist es jedoch 
unnötig, die Spuren der Ebene 
seibat zu konstmieren, wenn 
die Ebene duroli die Pro- 
jektionen eines in ihr ge- 
legenenen Fläehensttlcks be- 
stimmt ist; vielmehr genUgt 
oft scboD die Zeichnung 
Ton Spurparallelen, was 
ausführbar ist ohne vorherige Elrmittelung der Spuren. 

Es seien P, Q, R^ und P, Q, li^ die beiden zusammen- 
gehörigen Projfitionen eines Dreiecks PQR. (Fig. 103.> 
Zieht man in der ersten Projektionsebene 11^ dnrch F^ die- 
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Parallele k, znr Achse OX, so int k^ die Horizontal- 
projektion der durch P in der Ebene des Dreieckü FQR 
parallel znr zweiten ProjektioDsebeae /7, gezogenen Geraden k. 
Diese Gerade ist mithin eine znr zweiten Spnr der Dreiecks- 
«bene gehörige Spniparallele. Ihre zweite Projektion k, ist 
bestimmt durch J*, nnd die znm Schnittpunkt S. von k^ und 
Qj if] gehörige zweite Projektion S^. P, £, ist aann parallel 
znz zweiten Bbenenspur «, and giebt somit deren Bichtong 
an. Ganz entsprechend läfst sich doroh eine in 77, durch 
R^ znr Achse OX gezogene Parallele ^ die Richtung der 
«röten Spur «, ermitteln. Die Bichtnng der Sparen s^ ond «, 
ist aofserhalb der Dreiecksprojektionen durch die za l^ 
bezw. k, gezogenen Parallelen (s,) bezw. (s,) noch einmal 
besonders angegeben. 




Da eine Ebene durch die zusammengehörigen Vto- 
Jektionen ron dreien ihrer, nicht in einer Geraden gelegenen 
Punkte im allgemeinen TOllig bestimmt ist, so dürfen von 
einem ebenen Vieleck, dessen eine Projektion vollständig 
gegeben ist, im allgemeinen in einer zweiten Projektions- 
ebene nur die Projektionen dreier nicht in gerader Linie 
gelegenen Punkte gegeben sein. Dann sind alle Übrigen 
Punkte der zweiten Projektion ond desgleichen die ganze 
■dritte Projektion des Vielecks bestimmt 
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Es sei -^1^1 ^1 -2^1 die erste Projektion eines ebenen 
Vierecks; A^,S^,C, seien die zweiten Projektionen der Ecken 
A, B, C. (Fi(f. i04a.) Die eisten Projektionen aetner Dia^nAlen 
sind A^ C, nnd B^ i>^; die erste Projektion E^ des Diagonaleu- 
schnittpnnkts E hat als zn^bitrige zweite ProjektioD den 
senkrecht tlbez E^ auf A^ C, gelegenen Pankt E^ Hitbin 
ist ^,^ die zweite Projektion der Diagonale BD, Anf 
-B, E. hegt senkrecht Über D^ die zweite Projektion 7), 
TOn D. Die dritte Projektion A^ B, C, Dg entsteht in be- 
kannter Weise ans den beiden anderen Projektionen. 

Ein Ausnahmefall liegt toi, wenn das Viereck ABCD 
(odei allgemeinei das Vieleck) in einei zn einer Achse, etwa 
OX, senkrechten Ebene liegt In diesem Falle mUssen in 
beiden Projektionen alle Pimkte gegeben sein. (Fig. 104b.) 



§ 30. Parallele Ebenen. 

Da zwei parallele Ebenen jede andere zn ihnen nicht 
parallele Ebene in parallelen Geraden schneiden, so folgt 
in Rücksicht anf die Projektionsebenen der Satz: 

^Parallele Ebenen haben gteiohnamige 
parallele Spnren." 
Zugleich gilt anch die Umkehrong. 

„Sind die gleichnamigen Spuren zweier 

Ebenen in drei Projektionsebenen parallel, 

so sind auch die Ebenen selbst parallel." 

Dafs nnr zwei Paare gleichnamiger Spuren parallel 

sind, reicht noch nicht immer aus znr Parallelität der Ebenen 

aelbst (vgl. 8. 111). 

Gelegenheit zur Anwendung dieser ^tze bietet folgende 
Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt P soll die 
Paralleleb«ne zu einer gegebenen Ebene E gelegt 
werden. 

Die gesuchte Ebene ist rtiHig bestimmt, wenn sie zwei 
durch P gehende Geraden enthiüt, die je einer in der ge 
^benen Ebene gelegenen Geraden parallel sind Man wird 
dabei dmch P zu zwei willktlrlich gewählten (Geraden g 
3tnd k der Ebene E die Parallelen k bezw / ziehen und 
«leren gleiehnamige Spuren verbinden. (Fig 105a) Dann 
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mUisen äie so erbalteneQ Sporen t^ xatA ^ za ^ bezw. a, 
parallel kreiden. 

Da man das Letztere von vom Ji^rein weifs, so genUgt 
es auch, durch P nur eine Gerade k zd einer beliebigen in 




E gelegenen Greraden g, die insbesondere als Sporparallele 
gewählt Bein kann, parallel zu ziehen nnd dann dnrch die 
Spnren von k Parallele zu den gleichnamigeD Spuren von E 
zu legen. (Fig. 105b.) 




Fi(. lOEb. 
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Mittels einer parallelen Ebene kann noch eine'andere 
LOaong ftlr die Konstruktion der dritten Spur einer 
Ebene gegeben werden, die dareh den gemeinsamen 
Acbsenscbnittpunkt geht (s. g 28). Man lege dnrch 
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ir^nd einen Pnnkt A der X-Achse sor gegebenen Ebene 
die Farallelebene, indem man in n^ nnd J7, zu den ge- 
gebenen Sporen «j bezw. «, die Parallele (, bezw. t^ zieltt; 
darauf bestimmt man naob bekannter Art die dritte Spur t^ 
der HUliBebene und zieht doreh den Punkt die Parallele ^ 
zu 1^. «g ist dann die gesuchte dritte Spar der gegebenen 
Ebene. {Fig. 106.) 

Weitere Anwendungen paralleler Ebenen folgen in den 
nächsten Paragraphen. 



§ 31. Die Schnittgerade Ton zwei Ebenen. 

Zwei nicbtparallele Ebenen achneiden sieb stets in einer 
Geraden. Die Projektionen der Schnittgeraden können ge- 
zeichnet werden, sobald die Projektionen zweier Punkte 
bekannt sind, die ihr angehören. 




Sbid die beiden Ebenen E^ und E, durch ihre Spuren 
s,, «, nnd ^, ^ gegeben (Fig. 107a und b) und schneiden 
sich sowohl die ersten als auch die zweiten Sporen in je 
einem Punkte, so liegt jeder dieser beiden Schnittpunkte in 
jeder der beiden gegebenen Ebenen; folglieh müssen diese 
beiden Schnittpunkte auch auf der Schnittgeraden der beiden 
Ebenen liegen; da diese aber durch zwei Punkte hinreichend 
bestimmt ist, so ergiebt sich der Satz: 

„Die Schuittgerade zweier in allgemeiner 
Lage befindlichen Ebenen ist die Ver- 
bindungslinie der Sobnittpnnkte gleich- 
namiger Spuren der beiden Ebenen." 
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Da jeder Spaienscbnittponkt in einer Froj^tioiisebene 
liest, 80 fällt er dort mit eeiner einen Projektion zosammen; 
die rageordnete Projektion — sofern wir jetzt vorlänfig von 
zwei Projektionsebenen reden — liegt auf der Projektiona- 
»ehse. Uan zieht also (Fig. 107b) von den Spoienschnitt- 




pankten S' und S" die Senkrechten S'S,' und S"Si"; 
die VerbindnngBgeraden S'S^"::^jr^ und S"S^' = ff^ sind 
die erste tind zweite Projektion der Sebnittgeraden der ge- 
gebenen Ebenen. 




Liegen die gegebenen Ebenen E^ und E^ so, dafs das 
eine Paar gleicbnamiger Spnren, etwa s, und t,, 
parallel ist (Fig. 108), während die anderen Sporen a, 
nnd <, sieh schneiden, so ist der Schnittpunkt S" von >, 
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und (, wiedernm ein Punkt der DnrcfaBchnittsgeradeD; der 
Sehnittpnnkt .toq t^ and i^ dagegen Uegt infolge der 
Parallelität von «^ nnd t, in nnendlicber Feme. Die eiste 
Projektion der scfanittgeiaden ist daher die Veibindungs- 
Unie von >S^" mit dem uiendlich fernen Schnittpunkte von <^ 
nnd t^, folglich parallel zo s, nnd t^. Demnach ist die 
Sebnittgerade g, eine Spnrparallele in Bezug auf 77, nnd 
somit ihre dnich S" gehende zwäte Projektion der ZAchse 
paralleL 

Sind zwei Paare gleichnamiger Spuren parallel, 
so werden die Ebenen im allgemeinen selbst parallel sein, 
nur in dem Falle, wo alle rier Sparen ZQ derselben 
ProjektionsaehBe parallel sind, kann man ans der 
FaralleliUt der zwei Spnrenpaare noch nicht auf die Par- 
allelität der Ebenen scbliefaen. Die Ebenen sind aar dann 
parallel, wenn auch die 
dritten Sparen parallel 

und (TgL § 30). Trifft das U- 

nicht zn, so haben die beiden 
Ebenen eine Schnittgerade, _ 

die ehen&Us parallel zn den 

eisten beiden Spoienpaaren j *_ 

ist und selbstverständlich 

durch den Schnittpankt der i_ .^. 

dritten Spuren geht. '' 

Es verlauft demnach die 

Konstruktion der Schnittlinien- ■' 

Projektion für diesen Spezial- 
fall folgendermarsen: Man 

zeichnet (Fig. 109) die dritten Sporen ^ und ^ der beiden 
Ebenen; ihr Schnittpunkt g^ ist zngleich die dritte Projektion 
der Schnittgeraden g, deren erste und zweite Projektion g^ 
bezw. g^ sieb in bekannter Weise ergeben. 

Statt der zugleich auf 11^ and 77, senkrechten Ebene 77g 
kann auch irgend eine andere Ebene ff verwendet 
werden, die entweder nur auf einer der beiden Ebenen 77, 
and 77, oder auf keiner von beiden senkrecht steht. 

In jedem der beiden f^lle ist die Konstruktion prin- 
^piell dieselbe. Uan bestimmt die Schnittlinie k von E^^ 
nnd S einerseits, die Schnittlinie k von £L und B anderer- 
seits; die beiden in ff gelegenen Geraden h und i schneiden 
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«ch im Fnnkte D, der zugleich in E^ JoA E^ liegt ond 
somit ein Ponkt der rerlangteo Schnittgeradei^ g isL Dnreh 
^e ProjektioDen D, nod U. äeht man die Projdüoii g^ 
und g^ Ton g parallel Enr X-Aohse. 

Stellt die Hfllfsebene H senkreeht anf /T,, nteht 
aber auf ff„ so steht ihre zweite Spur AB (Fig. 110) 
senkrecht aiif der Aebse; ihre enite 
Spnr AC ist unter beliebif^em 
Winkel gegen OX geneigt Die 
Ebrae B ist femer in dieser Stellung 
eine zu //^ gehörige projizierende 
Ebene. Deswegen fallen die ersten 
ww/ Projektionen A^ ond k. der Scbnitt- 

.1 !. ' \r.l-\ :. l™en von H mit E^ bezw. E^ 

\ ^i/ic mit der ersten Spur A C von H 




Hat H eine ganz beliebige 
"■■"" Lage (Fig. 111), so findet eine 

iderartige Coineidenz nicht statt. Man kann auch die Hfllfs- 
ebene H so wählen, dafa ihre erste und zweite Spur 
AC und AB in der Zeichenebene in eine Gerade 
zusammenfallen (Fig. 112). 
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Hg. in. Fig 112. 

Fällt der eine oder andere Spurensehnittpunkt 
nicht in die benatzbare Zeiohenfläehe, so mu& man 
durch Verwendung geeigneter HtU&ebenen so viel Punkte 
der Durchschnittegeraden g ermittehi, als Sporenschnittpunkte 
unverwendbai sind. 
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Ist Dnr ein SparenschDittpnnkt anbenatzbar, 
etwa S' in n^ (Fig. 113a und b), so kann man parallel zu 
E^ eine Hul&ebene 3 durch einen beliebigen Punkt C der 




n^. llSa. 

Achse «0 legen, dals die Schnittpunkte T und T' der 
gleichnamigen Spnren ^, u, und (,, u, von £, bezw. ^ in 
die Zeiehenfläehe fallen. Dann sind die Projektionen h^ 
nnd Aj der Schnittlinie Ä yod s* 

E^ und H bestimmt. Da die 
Ebene E, von den paralleten 
Ebenen £, und H in par- 
allelen Geraden g mid h ge- 
schnitten wird, da ferner die 
zweite Projek^on g^ von g 
durch S", die erste Pro- 
jektion g^ durch Sj" gehen 
mnfs, so ist die Schnittlinie g 
darstellbar. Die Ausführung 
der Konstruktion erbellt aus 
Fig. 113 b. 

Statt der zn E^ parallelen 
HtÜfsebene kann snch, was 
besonders zweckmäTsig ist, n,. mk. 

«ine zu einer der Projek- 
tionsebenen parallele Hdlfsebene gewfthlt werden. 

Eine solche beispielsweise parallel zn n^ aufgestellte 
Httl^bene H (Fig. 114a) hat zur ersten Spar eine zu 
Achse parallele Gerade IK und schneidet die gegebenen 




lohrSlai, Dmiftolltsd* 0«gii*trl*. 
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Ebeaen E^ und E, In Geraden l nnd m, welche zu deieo 
zweiten Sparen «, bezw. t, parallel sind. Der Schnittpnnkt 
C von / nnd m lie^ anf der Schnittgeraden ff von £', nnd 




tig. iii*. 

£,i seine erste Projektion C^ liegt anf IK, seine zweite 
Projektion C, ist der Schnittpunkt der zweiten Projektionen 
l^ nnd m, von l nnd m- ^ and m, sind parallel zu «, bezw. ü,. 
Auf Grand dieser Vor- 
bemerknngen verläaft die 
Konstruktion wie folgt: Ulan 
zieht (Fig. llib) IK paraUel 
znr Achee OX, zeichnet 
dnrcb die auf X ^legenea 
zweiten Projektionen J^ nnd 
£, die Parallelen l^ nnd m, 
zu 8^ bezw. ^ und verbindet 
einerseits den Schnittpunkt 
S" von «, und tj mit dem 
Schnittpnnkt C, Ton 2, und 
m,, andererseits die erste 
Projektion S^" von S" mit 
der auf IK gelegenen ersten 
Projektion Cj von C Dann sind 
STj =: 5j" C, und g^ =^ S" C^ 
die Projektionen der Sohnittgeraden y von E, und £^,. 

Treffen sich beide ersten Spurenpaare nicht 
innerhalb der verfügbaren Zeichenfläche, so wendet 




§ 32. Parallelität zwischen Gerade und Ebene. 115 

man das soeben bescbriebene Verfahren Eweimal an, damit 
man zwei Pnnkte C nnd D der Schnittlinie g erhält. In 
Fig. 115 ist die Zeichnung in der Weise ausgeführt, dafs beide 



Httlfsebenen H xmA EC parallel zd /7, sind. Man hätte 
auch ebenso gut beide parallel ^^y oder die eine parallel n^, 
die andere parallel /T, wählen können. 



§ 32. Parallelität zwischen Gerade mid Ebene. 

Damit Parallelität zwischen einer Ebene nnd einer nicht 
in ihr liegenden Geraden besteht, ist erforderlich, dafs die 
Gerade nnd Ebene im Endlichen keinen Funkt gemein haben. 
Daza ist hinreichend, dafs die in folgendem Satse ent- 
haltene Bedingung er^Ut ist: 

„Eine Gerade ist einer Ebene parallel, 
wenn sie einer Geraden der Ebene 
parallel ist." 

Mit Hülfe dieses Satzes können einige wichtige Auf- 
gaben gelöst werden: 

1. Durch eine gegebene Gerade g ist parallel 
zn einer gegebenen Geraden h eine Ebene zu 
legen. 

Da die gesuchte Ebene E eine zn h parallele Gerade, 
also die zu k parallele Richtung enthalten mufs, so hat 

^ r 
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man dnrcli einen beliebigen Punkt A ron g die Parallele k 
zu h m ziehen and dann dorcli h und k die Ebene zn legen. 




Kg. 11«. 

Die Spuren ron E nnd die VerbindnngBlinien der gleich- 
namigen Sparen tou h nnd k (Fig. 116). 

2. Dnrch einen Punkt P soll die zn zwei ge- 
gebenen Geraden g nnd h parallele Ebene gelegt 
werden. 

Man zieht durch P zunäclmt zwei Parallelen k und l 




zu ff bezw. h und legt dann durch k nnd l die Ebene 
(Fig. 117). 



§ 33. Bestimmiing des Schnittpunkts einer Ebene 
nnd einer Geraden. 

Ea sei E eine dnrch ihre Spuren «, nnd s,, g eine 
durch ihre Projektionen ^, und^, Gerade. (Fig. 118a und b.) 
Die Projektionen des Schnittpunktes beider Gebilde 
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ergeben sich mit HUlfe einer beliebigen darcli die 
Gerade g gelegten Ebene H. Diese Ebene H schneidet 
die Ebene E in einer Geraden k, die andererseitB von der 
ebenfalls in B gelegenen Geraden g im Punkte D ge- 




schnitten wird. D ist der verlangte Schnittpunkt von E 
nnd g, weil er sowohl in E als auch anf g liegt. 

Die Konstruktion selbst verläoft wie folgt: Man zieht 
dnrch die erste Spnr -S* Ton g die unter beliebigem Winkel 




gegen die Achse OX geneigte Gerade t^, die erste Spur 
der Hfllfeebene -ff, deren zweite Spur ^ dann die Ver- 
bindangsUnie der Punkte S" und .S ist, wo £ den Schnitt- 

r.,,i, .. .A'OOi^Ic 



Punkt Ton X und t bedeutet Daranf zeichnet nun nach 
b^aimter Meäiode die Projektioiien k, und t^ der Schnitt- 
geraden k tod E nnd S; k^ und k^ treffen ^, bezw. ff, in 
i>, und D^, den Projektionoi des gesochten Schnit^innktes D. 




Ftf. IISl 

Die Eontrole der Zeichnong liegt darin, daTs i>, und D, 
anf einer znr Acluie X seiärechten Geraden liegen mUssea. 
Dieses ganz allgemeine Ver&hren enthält zugleich das 
kouBtraktive Eriteriam für die Parallelität der 
Ebene E und der Ge- 
raden jr. Liefern nämlich 
A, nnd g^ hezw. i, und <?,, 
soweit man sie anch ver- 
längem mag, überhaupt 
keinen Schnittpunkt, so haben 
die beiden in derselben Ebene 
H gelegenen Geraden k und g 
im Endliefaen keinen Schnitt- 
ponkt; sie sind also parallel. 
Mithin trifft die Gerade g die 
Ebene E nnter diesen Um- 
ständen überhaupt nicht und 
ist ihr daher parallel. 

Eine wesentliche Ver- 
einfachung erfährt das 
allgemeine Verfahren der Sohnittpunktebestimmung, wenn 
statt der beliebig durch g gelegten Ebene £[ eine zu 
einer Projektionsebene, etwa /7,, senkrechte 
Hülfaebene H gewählt wird (Fig. 119a und b). Bei 
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dieser AnordDung fällt, da R dann eine projizierende 
Ebene ist, die erste Spur t. von H mit ^, znsammen; die 
zweite Spur t^ von B stent senkrecht aaf X; g^ ist 
Zugleich die erste Projektion der Schnittgeraden der Ebenen 
E nnd R. 

Steht die gegebene Ebene E senkrecht anf 
einer der Projektioneebenen, etwa auf //j, so ist 
die eine Spar, nnd zwar im gewählten Beispiel (Fig. 120) 
». senkrecht zur Achse OX. Dadurch wird bewirkt, dafg 
der Schnittpunkt der ersten Spnren «^ und ^ der Ebene E 
nnd der HttlfBebene H seine zweite l4ojektion im Punkte A 
hat; daher fällt die zweite Pro- 
jektion Yon ig (Kg. 119b) mit 
>, zusammen, und der Funkt D^ 
fallt ebenfalls anf «,. Dieses 
Resultat ergiebt sieh übrigens 
auch sofort durch direkte räum- 
liche Veranschaulicbnng. 

Häufig ist die Ebene E, 
deren Durch sehn ittapunkt mit -*' -A 
einer gegebenen Geraden zu 
bestimmen ist, nicht durch ihre 
Spuren, sondern durch die Pro- 
jektionen einer in ihr liegenden 
begrenzten Figur gegeben. Es 
lassen sich dann, wie jetzt ge- "*' '"■ 

zeigt werden soll, die Projektionen des Schnittpunkts ohne 
vorherige Ermittelung der Spuren der Ebene finden. 

Die Ebene E sei gegeben durch die beiden 
Projektionen A^B^Cj und A^B^C^ des Dreiecks 
ABC (Fig. 121a und b). Die durch g senkrecht zu 77, 
gelegte Ebene R schneidet die Ebene des Dreiecks ABC 
in einer Geraden FG^k, deren erste Projektion A, mit der 
gleichnamigen Projektion ron ff zusammetfällt. Die zweite 
Projektion ^ von k ist die Verbindungslinie der zweiten 
Projektionen F^ und G, der Punkte F und G, die bezw. auf • 
den Seiten A B und A C des Dreiecks liegen ond daher 
ihre ersten Projektionen F, und ff, in den Schnittpunkten 
von ffj mit A- B^ und A^ C^ haben. Der Schnittpunkt D 
von k nnd g ist der gesuchte Schnittpunkt von E nnd g, 
da er auf beiden Gebilden zugleich liegt 
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Die zeichnerische Durchführung (Fig. 121b] besteht 
darin, dafs man die zn F^ und G^ gehörigen zweiten Pro- 
jektionea F^ nnd &, auf A^ B^ bezw. A, C, bestimmt and 




xa dem Schnittpunkt i?, von F^ ff, und ^, die anf ^^ 

liegende erste IVojektion Di ermittelt. 

Bei dieser Gelegenheit möge 
darauf hingewiesen eein, dafs 
es für die klare Auffassung der 
Zeichnnogen unbedingt erforder- 
lich ist, in jeder Projektions- 
darstellnng diejenigen Teile des 
einen Gebildes, welche durch in 
der Sehrichtung gelegene Teile 
, eines anderen Gebildes verdeckt 
werden, nicht ansznziehen, son- 
dern zu pnnktieren, wie es in 
Fig. 121b geschehen ist 

Die Entecheidnng darüber, 
welche Teile der Geraden ^ in 
den zu n^ bezw. /7, senkrechten 
Sehrichtungen Ton der Dreiecks* 
fläche verdeckt werden , wird 
wesentlich dadurch erleichtert, 
dafs man weifs, ob die Drei- 

ecksöäche in den beiden genannten Sehrichtungen dem fie- 

Bohaoer die gleiche Seite oder verachiedene Seiten zukehrt. 
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Man erkennt leicht die Richtigkeit des folgenden Satzes: 
„Ein Breieck kebrt dem BeBchaoer in 
den zn i7, bezw. /7, senkrechten Seh- 
r ich tun gen dieselbe Seite oder ver- 
Bcbiedene Seiten zn, je nachdem die 
dnrcb die ersten Projektionen der Eck- 
punkte und die in entsprechender 
Beihenfolge genommenen zweiten Pro- 
jektionen der Eckpunkte festgelegten 
Umlanfarichtongen den gleicken oder 
reiscbiedenen Richtnngssinn haben." 
In Fig. 121b haben die UmlanfsriGhtmigen A^B^C. 
and A^B^C, gleichen Bichtungssinn; man sieht, gleichviel 
ob das Dreieck von vom (d. h. senkrecht zu n^) oder von 
oben (d. h. senkrecht zn n^) betrachtet wird, dieselbe Seite 
der Dreiecksääche. 

Nicht so ist bei der durch 
Fig. 122 wiedergegebenen 
Lage der Dreieeksfläebe. 
Dort haben die Umlanfs- 
richtungen A,^ B^ C^ und 
Ä^ 5j Cg entgegengesetzten 
BiohtnngBBinn ; das Dreieck 
zeigt in der Tbat von vom 
und von oben betrachtet ver- 
schiedene Seiten. 

In Fig. 121b liegt der 
zu Z>, L^ und D^ ij gehörige 
Teil der Geraden g, wie aus 
dem Än&ifs deutlich zu sehen 
ist, oberhalb der in der Drei- 

eeksebene liegenden Geraden k\ d^er ist dieser Teil DL 
der Geraden bei der Betrachtung von oben her sichtbar 
und folglieh D^ L^ voll auszuziehen. Da die Gerade g die 
DreiecksSäche in D durchsetzt, so liegt der auf L D 
folgende Teil von g, von oben gesehen unter der Iteeiecks- 
fläche und wird daJier durch diese verdeckt. Folglich ist 
D^ F. zu punktieren. — Da ferner LD von vom gesehen 
vor der Dreiecksfläche liegt, ist -^e -D» ebenfalls voll ans- 
zuzielien nud dafs auf i>, folgende StOek von g^, soweit es 
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innerbalb der Cootoiir des Dreiecks A^B^C^ li^gt, za 
punktieren. 

In I^lg. 122 dagegen ist der Sachreihalt etwas anders. 
Dort liegt anch wieder das Stttck Xi7, wie ans dem Vergleich 
mit der L^e von k folgt, oberhalb der Dreieckafläche ABC, 
und daher ist L^D. im Grondrifs voll anazuzieheii. Das 
auf D^ folgende StUcV von ^,, D^ G, ist, weil unterhalb der 
Dreieoksääche ABC liegend, zn punktieren. Da nun das 
Dreieck ABC, von vom gesehen, die andere Seite zeigt, 
so liegt bei dieser zweiten Betrachtung LD zum Teil rer- 
deckt hinter der Dreiecksfläche. Folglich mufs von i, Z>, 
derjenige Teil punktiert werden, der innerhalb der Coirtonr 
der Dreiecksfläche A^ £, C, liegt Da die G«rade g m D 
die Dreiecksfläche durchsetzt, so liegt rie in ihrem weiteren 
Vö-lanfe vor der Dreiecksfläche und ist daher im Anfrifs voll 



§ 34. Schnitt einer Ebene mit einem £benenstjick. — 
Schnitt zweier Ebenenstttcke. 

Die im letzten Paragraphen entwickelte Methode findet 
Anwendung bei den Aufgaben über die SchnittbeHtimmnug 
zweier Ebenen E^ nnd £,, wenn entweder die eine oder 
beide nicht durch ihre 
Spuren, sondern durch die 
Projektionen eines darin 
liegenden FlächenstUckes 
gegeben sind. 

1. Die Ebene E^ sei 
gegeben durch ihre 
Spuren s^ und »,, die 
Ebene E^ durch erste 
und zweite Projektion 
eines in ihr liegen- 
den Dreiecks ABC. 
Die Schnittlinie g beider 
Ebenen ist bestimmt durch 
zwei ihrer Punkte. Man 
braucht daher nur die 
Dnrchflchnittspunkte zweier der Ebene E^ angehörenden Ge- 
raden mit der Ebene E^ zu konstruieren. Die Verbindunga- 
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linie jener beiden Punkte ist die ^Bociite Schnittgerade. 
Als die beiden Geraden, fttr wetcbe man die Schnittpoiikte 
mit£, beBtimmt, können 
zweiSeiten desDreieoke 
ABC selbst genommen 
werden, oder sofem die 
Schnittpunkte zq nn- 
grUDstigansfalleii, irgend 
zwei andere in E^ 
liegende Gerade. In 
Fig. 123a iüt die Eon- 
straktion fDr die Seiten 
BC und AC, in Fig. 
123b ftlr die Seite AB 
und eine HUl&gerade 
GH auflgeführt, da 
die bei den beiden an- 
deren Seiten auftreten- 
den Schnittpunkte über- 
haupt nicht mehr in die fi^. »sb. 
Zeichenfläehe fallen. 

2. Beide Ebenen E, und E^ sind durch die 
beiden Projektionen je eines Dreiecks gegeben, 



E durch ABC, E, durch A'B'C. In diesem Falle ver- 
fährt manjuacb der^an Fig. 121a and b (S. 120) eriänterten 
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Methode; in Fig. 124 bidö die Pnnkte D und F bestimmli, 
in denen die Seiten A' B' und A' C die andere Dreiecks- 
fiftche dorchstofBen. SßtigenfallB sind znr Erlangung günstiger 
Schnittpunkte Hulfsgeraden in der einen oder anderen 
l>reieeksfläche zu verwenden. 

3. Schlierslich noch ein Beispiel (Fig. 125), wo beide 
Ebenen durch je einen von zwei parallelen Gteraden 




begrenzten Fläch enstreifen gegeben sind. E^ sei 
bestimmt durch die Geraden g und h; E^ durch g' und h'. 
Die Konstruktion selbst rerläuft nach den vorher ent- 
wickelten Onindsätzen. 



§ 35. Die zn einer Ebene senkrechte Gerade. 

Steht eine Gerade g auf einer beliebig gelegenen 
Ebene E senkrecht, so gilt der folgende wichtige Satz: 

„Die Projektionen einer auf einer Ebene 
senkrechten Geraden stehen senkrecht auf 
den gleichnamigen Spuren der Ebene." 
In Fig. 126 ist gS-E; dann steht die durch g senk- 
recht zn iZj gelegte projizierende Ebene H aufserdem noch 
senkrecht auf E; folglich mufe die Ebene H auf der Schnitt- 
geraden von E und //,, nämlich auf der ersten Spur »^ 
von E^ senkrecht stehen. Daraus folgt aber, dafs a^ senk- 
recht steht auf der ebenfalls in /? gelegenen ersten Projektion 
g^ von g. Dafs g^ bezw. ^3 senkrecht auf a, bezw. % 
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ist, ergiebt aioh mit Hülfe der ^ anf /7, bezw. i7g pro- 
jizierenden Ebene in deraelben Weise. 




Dem obigen Satze entaprietit die folgende UmkebrnDg: 
„Stehen die drei Projektionen einer 
Geraden senkrecht anf den gleich- 
namigen Spuren einer Ebene, so steht 
die Gerade senkrecht anf der Ebene." 
Im allgemeinen steht eine Gerade schon anf einer 
me senkrecht, wenn zwei ihrer Projektionen auf den 
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» Fig. 127. b) 

gleichnamigen Sparen der Ebene senkrecht sind; inde»ien 
müssen in dem besonderen Falle, wo die Ebene £! parallel 
zu einer Achse ist und die Gerade ff in einer za dieser 
Achse senkrechten Ebene liegt, doch alle drei Projektions- 
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ebenen in Betracht gezogen werden. In Fig. 127 a steht g 
nicht Benkreeht auf E, obwohl ^, 1 «, und g^ L s,. In 
Kg. 127b iat g^E, da auch noch 9tJ-h ^^■ 

Die Anwendangen des 
£riteriuniB fUr die Senk- 
rechte zn einer Ebene 
sind eehr mannigfaltig 
Dnd aolleo an einer Reihe 
TOD wichtigen Aufgaben 
beBprochen werden. 

1. Der AbBtand 
eines Punktes P 
Ton einer durch 
ihre Spuren gege- 
benen Ebene E soll 
gezeichnet werden 
(Fig. 128). 

Man iUllt vom Punkte P das Lot Z auf die Ebene E, 

bestimmt den Schnittpankt C des Lotes l und E, und 

zeichnet schliefslich die Entfernung CP in wahrer Gröfse. 

— In der Zeichenebene zieht man zunächst durch P, die 

Gerade /, senkrecht zu s,, 

durch P^ ebenso ^ senkrecht 

zu s, ; dann sind l^ und ^ 

die beiden ersten Pro- 

^ektiooen des Lotes /. Das 

Übrige erledigt sich auf 

bekannte Weise. P C^ = l 

ist der gesuchte Abstand. 

2. DerAbstand eines 
Punktes P von einer 
durch ihre beiden ersten 
Projektionen gegebenen 
Dreieeksfläebe ist zu 
bestimmen. (F%. 129.) 
^ Diese Aufgabe, obgleich 

He. im. im Gmnde genommen die- 

selbe wie die vorige, wird 
doch etwas anders gelßst, da man die Spuren «,, «, der 
Dreiecksebene nicht unbedingt braucht. Man zieht zonächst 
je eine zu n^ und 77, parälele Spurparallele, p und p' 
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(8. Fig. 103), fällt von P^ anf p, und von P, aufp,' die 
Lote ^ bezw. l^, beBtimmt den Schnittpnnkt x> von l mit 
der Dreiecksfläche (8. Fig. 121b) und stellt PD in wahrer 
GrBfae dar. 

3. Es ist der Abstand zweier dareh ihre 
Spnrea «,, «^ and t^, ^ gegebenen parallelen 
Ebenen E, und E^ zu konatraieren. 

Man fällt irgend ein Lot l auf beide Ebenen nnd 
koDBtmiert die wabre Länge des AlffltandeB der Dorcbatols- 
ponkte A nnd B des Lotes / mit E^ und JB„. Den Gang 
der Lßanng reranscfiaiilicbt Fig. 130aj .^, it ist der ge- 
suchte Abstand. 




Vereinfacht wird die Lösong, wenn das Lot / von einem 
von Tom herein bekannten Punkte der einen Ebene gezogen 
wird. Es ist dann nur der eine Schnittpunkt von l mit 
der anderen Ebene zn bestimmen. In flg. 130b ist das 
Lot anf £, vom Schnittpunkte R der Spuren t^ nnd ^ 
gefällt 

i. Der Abstand eines Punktes P von einer 
Geraden g ist zu ermitteln.*) Man legt durch den 



Ewd Punkten Ä •odÄB der Geraden g (^Bbildeteii Dreieck ii» oiAR 
gehörige Höhe. (Tgl. § 22, S. 70.) 
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Punkt P eine Ebene H senkrecht zw gegebenen Geraden 
und bestimmt den Schaittpnnkt A von g nnd H. Die 
Strecke PA ist dei gesuchte ÄbBtand. Die Spuren «, und »^ 
der Ebene H sind der Richtung nach bekannt, da sie aoi 
Oj bezw. g^ senkrecht stehen mttssen. Um ihre Lage za 
bestimmen, zieht man durch P eine zn 77^ parallele Spnr- 
parallele h, deren erste Projektion \ senkrecht zu g^ und 
deren zweite Projektion parallel zur Achse OX ist. Ist 
S" die zweite Spur von Ä, so geht «, durch S" senkrecht 
2U g.\ s, geht durch Q, den Schnittpunkt von «, mit OX, 
parallel zu A,. Der weitere Verlauf der EonstmktioD 
braucht nicht besonders heschrieben zu werden. (Fig. 131.) 




5. Es ist derNeigangswinkeleinerGeraden^ 
gegen eine durch ihre Spuren gegebene Ebene 
za konstruieren. 

Der Neigungswinkel v von g gegen die Ebene E ist 
bekaoDtlicb derjenige Winkel, den die Gerade g ndt ihrer 
Projektion auf E einschliefst. Fällt man von einem Punkte A 
der Geraden g (Fig. 132a) das Lot l auf die Ebene E, so 
flind der Punkt A sowie die Schnittpunkte G nnd H von 
g und l mit der Ebene E die Ecken eines rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen bei G gelegener spitzer Winkel HGA = v 
ist. Folglich ist der andere spitze Winkel HA G = ft, den 
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die Gerade ff mit dem Lote l eioschlierst, das Komplement 
des geanchtea Winkels v. Es ist praktisGh, dieeeo Winkel /* 
EDidebst za konstrnieren. — Dnrch^ftlhrt ist die Eod- 




fltroktion in Fig. 132b. Nachdem von den Projektionen 
A^ und Af des beliebigen Pnnktea A der Geraden g Senk- 
lechte ^ bezw. ^ za den Spuren «^ bezw. s, gezogen sind, 




rif. issb. 



ist der Winkel ft om die Verbindongslinie S' B" der eniten 
Sporen seiner Schenkel in die Horizontalebene umgelegt. 
Der Badiufl des Kreisbogens, den der Scheitel A des 

B«kT»«*i, D«itoll«ad* OwnuMi. 9 
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Winkels fi hierbei senkrecht zor DrehnngsaohBe besehreibt, 
ergiebt sieh vennittelat des rechtwinkligen Dreiecks A^CD, 
in dem A.D = A^A^ ist. Der gesachte Neigungswinkel 
v = S'A'F wird erhalten dorch Ergänznng des Winkels 
B" A' S' ^ft zu einem Rechten. 



§ 36. Kürzester Abstand zweier windschiefen 
Geraden. 

Der ktirzeste Abstand zweier windschiefen 
Geraden g nnd Ä ist diejenige Strecke, welche 
auf beiden Geraden zugleich senkrecht steht, 
nnd deren einer Endpunkt auf^f, deren anderer 
Endpunkt auf k liegt. 

1. Die Richtong dieser Strecke kann leicht festgelegt 
werden. Alle zn g allein senkrechten Richtungen liegen in 
einer beliebigen zu g senkrechten Ebene H; desgleichen finden 
sieh alle zn A senkrechten Richtungen in einer zn k senk- 
rechten Ebene H'. Folglieh ist die sowohl auf g als auch 
auf k senkrechte Richtung gegeben durch die Schntttgerade k 
der Ebenen ff nnd ff'. Die durch die Gerade g parallel 
zu k gelegte Ebene ff" trifft die Gerade A in einem Punkt K. 
Die durch K zu k gezogene Parallele schneidet die Gerade g 
im Punkte L. Die Strecke L K ist der gesnchte Abstand. 

Die Konetraktion ist ausgeführt in Fig. 133. Durch 
den beliebig gewählten Punkt A der Achse OX sind Senk- 
rechte >i,^t,ttt^ ^^ ffit0t}Ki^3 gezogen, t nnd >, sind 
dann die Spuren einer zu g senkrechten Ebene H und (j, (, die 
Spuren einer zn A senkzechten Ebene H'. Die Durchschnitts- 
gerade k Ton ff nnd ff' ist mit Hülfe einer zu /7, parallelen 
Ebene konstruiert, deren Horizoutalspur B C ist. Die Pro- 
jektionen Ton k sind die durch A gehenden punktierten Gre- 
raden k^ und k^. Darauf ist parallel zu k durch den Punkt 
F von g die Gerade l gezogen. Der Schnittpunkt K der 
Geraden A mit der dnroh g und / bestimmten Ebene ff', 
die zn k parallel ist, wurde durch Benutzong der h auf 77, 
projizierenden Ebene gefunden; jene projizierende Ebene 
schneidet nämlich die Ebene ff" in der Geraden G J, deren 
erste Projektion G^ J^ mit \ zusammenfallt und deren zweite 
Projektion 6r, J, mit A, zusammen die zweite Projektion K^ 
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des Punktes K liefert. Die durch K, nnd K, zn l, bezw. ^ 
(oder was dasselbe ist zu k^ bezw. k^) gezogenen Farallelen 
treffen g^ nnd ^, in X, bezw. i,. i^ K^ and L^ K^ aind 
die ProjektioneD des kürzesten Abstände» von g nnd h, 
dessen wiikliehe Gröfse L^ K' ist. 




«s. iis. 
2. Eine andere LBsung derselben Aufgabe bernht anf 
der folgenden einfachen Überlegong: Zieht man durch einen 
beliebigen Punkt A von g die Parallele h' ja h (Fig. 134a), 
so ist die durch h' und g bestimmte Ebene ZT parallel zn h, 
nnd somit haben alle Pointe von k 
den gleichen senkrechten Abstand 
TOn der Ebene H. Das von irgend 
einem Punkte B von h anf H 
gefällte Lot trifft H im Ponkte C; 
die durch C za h gezogene 
Parallele h" liegt ebenfalls in H 
nnd triflÜ ^ in Z*. Die durch i> 
za BC gezogene Parallele liegt 
in der durch die Punkte B, C, D 
bestimmten Ebene und gehneidet h in F. Die Strecke BF 
ist dann sowohl senkrecht auf g als auch senkrecht anf h 
und ist daher der kürzeste Abstand von g und h. 




Flg. lUn. 
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Fig. 134b g^bt die genaue Durchführung der Eon- 
strnktion. Im E^zelnen ist daza Folgendes zu bemerken: 
Die zuerst zu A gezogene Parallele A' ißt so gelegt, data ihre 
zweite Projektion A,' mit A, zusammenfällt; das bedeutet 
mohte anderes, als dafs A' und k in derselben auf /T, senk- 
rechten projizierenden Ebene liegen. Die Sporen der durch 
g und A' bestimmten Ebene sind s^ und >,. Als der Pnnkt 
B aof k, von welchem das Lot auf diese Ebene gefallt 
wird und ron dessen Projektionen B^ und B^ mithin die 
Senkrechten ^ und ^ zu s^ bezw. «, gezogen werden, ist 
die zweite Spur von A gewählt. Das Übrige läTst sich an 
der Hand der Figur leieht verfolgen. 




3. Sohliefslich sei noch ein drittesVerfahren ent- 
wickelt, welches den kürzesten Abstand von g und k als 
Schnitt zweier Ebenen liefert. Denkt man sich nämlich, 
nachdem wieder wie in f^. 134a und b die Hfllfsebene II 
konstruiert ist, sowohl doroh g als auch durch A je eine zu 
H senkrechte Ebene B' und H" gelegt, so achneiden sich 
diese beiden Ebenen ofTenbar in der sowohl auf g als auch 
A senkrechten (Geraden d; die zwischen g und A gelegene 
Strecke von d ist der gesuchte kürzeste Abstand. 
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Was die Konstniktioii in der Zeiohenebene betrifft, so 
erhält man die Sporen der durch g senkrecht zur Ebene H 
Regten Ebene S' (Fig. 135), wenn mau zuerst in irgend 
einem Punkte von g auf der Ebene H das Lot / errichtet 
nnd dann durch g und t' die Ebene H' legt. In der Figur 135 
ist das Lot /' in der ersten Spur 'S' von y auf ^T eirichtet. 
Die Spuren von B' sind t' nnd t,'. Ganz entsprechend er- 
geben sich die Spuren tj" and (," von ß" mit Hülfe des 
YOn der zweiten Spur U" der Geraden h anf die Ebene B 



gef^ten Lotes /". Die Projektionen der Durchschnitts- 
geraden d von B' und H" sind ermittelt dotch ZnhOlfe- 
nähme einer zu i7, parallelen Ebene, deren Spur in IT. die 
Gerade FG ist. Die Strecken D^ C, und i>, C, sind die 
Projektionen des gesnohten kUrzeeten Abatandes tod g und K 
(Es sei nebenher bemerkt, dafs die Streoken A^ C^ und Ä. C„ 
die eigentlich zu punktieren waren, der grOfseren Denuich- 
keit halber ebenfalls ausgezogen sind.) 



§ 37. Die Neignngswinkel einer Ebene gegen die 
Projektionsebenen. 

Der Neigungswinkel zweier Ebenen E^ and 
£, ist bekanntlich der Winkel zweier Ge- 
raden, in denen die Ebenen E^ und.£^ von einer 

n,,i, ... .. l'Ol">l^lc 
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beliebigen zu ihrer Schnittlluie senk rechten 
Ebene geschnitten werden. 

Der Neigangs Winkel v einer Ebene E gegen 
eine der Fioj ektionsebeuen wird daher durch eise 
beliebige Ebene ausgeschnitten, welche auf der in jener 
ProjektionBebene gelegenen Spni der gegebenen Ebene senk- 
recht steht Die erste Spar BA (Fig. 136 a) einer solchen 
zn Sj senkrechten Ebene, sofern es sieh um den Neigungs- 
winkel V, gegen IT handelt, ist senkrecht auf «, , die zweite 
Spur A C Benkreent auf der Achse X. Zusammen mit 
der SohnittUnie BC in E bilden diese beiden Spuren 
SA und CA das rcahtwinklige Dreieck ABC, \a welchem 
^ABC=v, ist. Jn der Zeichenebene erhält man v,, wenn 




das Dreieck ABC entweder am AB in n^ oder ma AC ia 
77, umgelegt wird. Die Fig. 136a enthält auTserdem noch 
das Dreieck ADF, dessen Ebene anf «, senkrecht steht 
und somit den Neigungswinkel der Ebene E gegen /7, in 
der Zeichenebene liefert, wenn es entweder um .4 i> in 77, 
oder joa AF in IT^ nmgelegt wird. 

Da die Ebenen der beiden Dreiecke ABC und ADF 
auf der gegebenen Ebene E senlcrecht stehen, so mnfs auch 
ihre Schnittlinie AG Msi E senkrecht stehen; A G ist daher 
sowohl senkrecht zu £C als auch zu FD; oder: in den 
beiden rechtwinkligen Dreiecken ^5C und .^2>^ 
sind die zu den Hypotenusen gehörigen Hohen 
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einander gleich. Von dieser wichtigen Eigenscbail soll 
alsbald Gebrauch gemacht werden. 

In Fig. 136b ist nun die TJmlegang der Dreiecke ABC 
und ADF ma AB bezw. AB in U, bezw. fi, wirklich 
BoegefUhrt Mao hat nur, nachdem AB aadAB senkrecht 
zu Sj bezw. «, gezogen ist, in A aaf A B nnd A D die Lote 
äC = AC ToA AF^' ^=AF Wi errichten und BC bezw. 
i>i^ zu ziehen. Dann ist ^^ SC = y,, ^: ADF" =v^. 

Fig. 136 c ^ebt die andere Art der Umlegnng wieder. 
Es sind um A Kreisbogen mit AB bezw. AD gezogen, die 
OX in B' bezw. ly treffen. Nach Verbindung tou B' mit 
C, von D" mit F \&\ z. AB'C=^ »■„ und ^ AD'F= r,. 




Aus der Figur sieht man, dafs die Spur »^ der Ebene E 
Tangente des um A mit AB gezeichneten Kreises ist; dem- 
entsprechend berührt «g den um A mit A D gezeichneten 
Kreis. Femer sind die zn den Hypotenusen B' C und D' F 
gehörigen Höben A G' und A G" in der That einander gleich, 
wie es sein mufs. — Die zu den Spuren der Ebene E senk- 
rechten Grcraden in E heifsen „NeignngslinieD". 

Im AnschluTs an diese Darlegungen mögen einige 
Übongsanfgaben ausführlicher behandelt werden. 

1. Darch eine Gerade g soll eine Ebene E 
gelegt werden, deren Keignngswinkelv^gegea 
die Projektioneebene i7, gegeben ist. 
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Die Sporen der Ebene E mtlsien erstens dntch die 
gleichnamigen Sporen der Geraden g gehen. Denken wir 
uns in £ die Meie^uigslinie S" B su iz, durch die zweite 
SpniS" von jT gezogen (Fig. 137a), so ist das Dreieck 5" BS," 




oder S"B'Si" aoa S"«,", dem ^5'S"5"=90'* nnd 
^ S"S' 5," = V, konetruierbar. Dadorch erhält man in 
B'S^" den Radins des Kreises, welchen die eiste Spar »^ 
der geflachten Ebene berOhren moTs. 




Die KoDstmktion nimmt daher folgenden Verlan! : Han 
zeichnet (Fig. 137b) das Dreieck S" B* S^", in welchem 
jü S" S' Sj" = y^ ist; dann zieht man om S/' mit S," B' 
den Kreis, legt an denselben die Tangenten S' B und S' B", 
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welche OX m Q bezw. Q' treffen. Verbindet man endlieh 
noch Q und Q* mit 5", so aind £25' = «,, QS" = i^ 
einerseits und Q" S' = (^, Q' S" = (, andererseits die Spuren- 
paare der beiden Ebenen, welche den gestellten Bedingnngec 
entsprechen. 

2. Durch einen Pnnkt F der Ebene i7, ist eine 
Ebene zu legen, die mit den beiden Projektions- 
ebenen die gegebenen Melgangswinkel v. und y, 
bildet. 

Zieht man PA senkrecht zur Achse OX (Fig. 138), 
so kann man an PA m IT^ zunächst das Dreieck PA& 
zeichnen, welches den gegebenen Winkel PS A = v, besitzt 
Um dasjenige zu PB' A gehörige, in iJj gelegene Dreieck 




fl(. iw. 

zu erhalten, welches die gleiche HypotennsenhOhe und 
überdies den gegebenen Winkel v, enthalt, trägt man 
in ii* an der durch .P zu OX gezogenen Parallelen den 
Winkel HP D" = y, an und trägt auf dem zu D" F* ge- 
zogenen Lote A G"' die Strecke AG" = A G' ab. Durch 
G" wird die Parallele D' F zu D" F' gezogen. Da nun 
die Spuren der gesuchten Ebene durch F bezw. P gehen 
und auTserdem die mit A B' bezw. Aiy vm A gezeielmeten 
Kreise berflhren mtlssen, so zeichnet man zunächst die 
beiden genannten Ej-eise und zieht etwa von P an den mit 
A ly gezeichneten Kreis die Tangenten J* Q = s, und 
PQ'^i,; von den Punkten Q und Q' gehen wieder je ^ 
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zwei Tuigenten, n&mlieh QB = »^ nnd QB" = s^' einerseits, 
soirie (^B"'^t^ nnd C^B'^=t^' andererseita an den mit 
AB' geseictiaet^ Kreis; hiervon mllssen — darin liegt die 
zeichneriache Kontrolle — s^ und t^ dorcb F gehen, wäliread 
«,' und t^' durch den zu F in Bezug anf OX gymmetrisch 
gelegenen Funkt F" gehen. Es giebt im Ganzen vier Ebenen, 
die den gestellten Bedingungen gentlgei». 



g 38. Der NeigoBSSwinkel zweier beliebigen 
Ebenen. 

Der KeignngBwinkel v zweiei Ebenen f^ nnd E^, deren 
Spuren •„ «, bezw. t^, t, sind (Fig. 139a), wird gefunden 
mit Htllfe einer durch den beliebigen Punkt C der Schnitt- 
Graden S' S" gelegten zu 5' S" senkrechten Ebene, welche 
E^ und E, in den Geraden AC nnd CB schneidet; 
^ A CB ist dann der Neigungswinkel v. Die Ebene des 




Dreiecks ACB hat eine zur ersten Projektion S'S^" von 
S' S". senkrechte erste Spur AB, welche 5*5^" im Punkte 
D seimeidet. In der Zeichenebene erhält man den Winkel v, 
wenn das Dreieck ACB um die Drehnngsachse AB in n^ 
umgelegt wird. Dabei beschreibt der Scheitelpunkt C von v 
«inen Kreisbogen, dessen Ebene senkrecht auf IL ist und 
dessen Eadins gleich dem Abstände des Punktes C von A B 
ist. Dieser Badius ist aber gerade die Strecke CI>. Denn 
^ie Ebene 77j nnd die projizierende Ebene S"Si"S' stehen 
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auf einander senkrecht; da nnn AD eine Gerade ist, welelie 
in der einen Ebene, //^, liegt nnd auf der Dnrehschiiitte- 
geraden S^"S' von ^^^ nnd 8" S^' S' senkrecht steht, so 
mnfs AD ancli senkrecht auf der ganzen Ebene &'&"&' 
stehen. Denmaeh .ist ^Ai)C=lÄ and CD, wie be- 
hauptet , der Radios des yorher genannten Kieisbogens. 
Andererseits ist CD aach senkrecht auf S" S' ; folglich ist 
CD leicht konstraierbar, wenn man zunächst das Dreieck 
S"Sj"S' in die Ebene ^2 um S" S" umlegt. Der Punkt C 
mufs nach Umlegung in n auf einen Punkt C von 
S/'S' fallen, für welchen DC = DC ist. 



Xf 



Hiernach regelt sich der Gang der Konstruktion in der 
Zeiehenebene folgendermaTsen (Fig. 139b): Man zieht durch 
den beliebigen Punkt D von S^" S' die Gerade AB senk- 
recht zu S^"S', zeichnet um S^" mit S," D und S,"S' 
Kreise, die OX in D' bezw. F treffen, fallt auf 5"^ das 
Lot D' C" und macht DC = D' C". Dann ist ^ A CB = v. 

Eine zweite Lösnng veranschaulichen die Fig. 140a 
und b. Dort ist (Fig. 140a) die zur Schnittgeraden S"S' 
der Ebenen senkrechte HUlfsebene dieses Mal so gelegt, 
dafs sie durch den auf der Achse OX gelegenen Spuren- 
Schnittpunkt B der Ebene E^ geht (Notwendig ist dag 
indessen nioht.) Offenbar Ulfst sich nun das den Neigungs- 
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Winkel v enthaltende Dreieck ABC in der Zeiohenebene 
beistellen, wenn seine Selten A G und A B ihrer wirklichen 
Lange nach bekannt sind. Diese den Dreiecken QS"S' 




nnd BS"^ angebOiigen Strecken AC und BC erscheinen 
in der Zeichenebene in ihrer wahren Länge, wenn die 
genannten Dreiecke QS"S' nnd BS"S' dnreh Drehnng 




um QS' bezw. BS' in 77, umbiegt werden. Dabei be- 
schreibt die gemeinsame Ecke S" beider Dreiecke das 
eine Mal einen Kreisbogen, dessen Ebene senkrecht auf 
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QS' und n^ igt und daber als erste Spnr and Projekticui 
zugleich die von S^" auf QS' gefällte Seakrechte hat. Das 
andere Mal ist die erste Spur und Projektion der Ebene, 
in welcher die Ton S" beschriebene Kreiabahn lie^, das 
von S^" auf BS' gelallte Lot, Die Lagen V und T", in 
welche S" in H^ kommt, sind bestimmt dorcb die Be- 
■dingungen QT^QS" and BT" ^ BS". Femer mufa 
S'T':=S'T" sein, da beide Strecken die Duicfaachiiittg- 
{gerade S' S" der Ebenen E und E^ in n^ darstellen. Hierin 
liegt eine wesentliche Zeichnnngskontrolle. Werden in den 
Dreiecken QS'T' und BS'T" ron Ä bezw. B die Lote 
A C" und B C" auf S' T' bezw: S' T" gefällt, so hat man 
damit die Strecken ÄC und BC '\n wahrer Länge kon- 
struiert. Es mnfs natllrlich hierbei auch wieder S' C" ^ S' (?" 
sein, Die um A und B mit AC" bezw, BC"' in n^ ge- 
zeichneten Kreisbogen schneiden sich im Punkte C", welcher 
aaf der ersten Projektion S^" S' der Durchschnittsgeraden 
von £, und E^ liegen mnfs. ^ AC B ist dann der ge- 
suchte Neigungswinkel v. Die in Fig. 140b gegebene Aus- 
fUhrung der Konstruktion innerhalb der ebenen Zeichenfläohe 
bedarf nunmehr keiner weiteren Beschreibong. 

Die beiden vorstehend geschilderten Methoden versagen 
zunächst, wenn die gleichnamigen Spureu der Ebenen £, 
und E^ sich nicht im Bereich des Zeicbenfeldes schneiden. 
Indessen kann man diesen Umstand leicht dadurch umgehen^ 
dals man zn einer oder zu beiden gegebenen Ebenen je 
eine geeignete parallele Ebene einfuhrt, da der ^Neignngs- 
ninkel durch Parallelversohiebnng einer oder beider Ebenen 
nicht geändert wird. 

In allen FäUen ist jedoch noch ein drittes Verfahren 
anwendbar. Bekanntlich schliefsen die Lote, welche von 
eioem beliebigen Punkt des Raumes auf zwei gegebene 
Ebenen E^ und E^ gefällt werden, den Neigungswinkel v 
der Ebenen oder sein Supplement ein. Man kann daber 
den Neigungswinkel v dadurch erhalten, dafs der Winkel 
zweier solchen Lote in wirklicher GrOlse aus seinen beiden 
Projektionen ermittelt wird. 

In Fig. 141 sind »^ und s, die Spuren von E^, f. and 
t. diejenigen von £,; die Projektionen des von dem be- 
hebigen Pnnkte P auf E, gefällten Lotes l sind l^ nnd L \ 
das von P auf E^ gefällte Lot l' hat die Projektionen 4' 
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nnd tf. Die wahre Gröfse des von / nnd ^ ^bildeten 
Winkels v ist durch Umlegong des Winkels nm die Ver- 
bindnn^linie der ersten Sparen S' und 7" von / bezw. P 
in lli ermittelt. Im Übrigen Ist P, 5 = P^, P, luid 
AB = AF; ^ T'PS' = v. 




Sobald die Ebenen £, nnd £, dnrch die Projektionen 
je eines ihnen angehörenden Fl&chenstttckes gegeben sind, 
ist es unnötig, erst die beiden Spurenpaare selbst zq kon- 
struieren; es ist ansreichend, fUr jede der FUlchen nach 
bekannter Methode je eine der zu ^^ ond 77, gehörigen 
SpuiparaUeleD zu zeichnen. Darauf rerlährt man wieder 
derart, dafs man ron einem Punkte F des Raumes Lote auf 
jede Fläche ßült und deren Winkel bestimmt. 

Sehliefslich sei noch von einem Spezialfall die Rede. 
Sind zwei gleichnamige Spuren der £benen E^ und E^ 
parallel, etwa s^ und t, während ^ nnd t^ gegen einander 
geneigt sind, so mnfs die Dnrchschnittsgerade d der Ebenen 
E^ und £, parallel zu IT^ sein; es giebt sieb das in der 
Projektionsdarstellmig dadurch zu erkennen, dafs d^ parallel 
OX ist; die erste Projektion d, ist parallel zn s, und f,. 
(Fig. 142.) Dann moTs aber jede zu d senkrechte Ebene 
zugleich senkrecht auf /I, sein. Daraus folgt, dals in 
diesem besonderen Falle die in Fig. 139b mit CD be- 
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zeiobnete Hübe des Dreiecks ACB, welches den Neigungs- 
winkel V enthält, gleich der Strecke S"S^" ist Man hat 
daher, nachdem AB durch JD senkrecht zu d^ gezogen ist, 
aaf d. die Strecke DO ^ S"S," abzutragen und A und B 
mit & zn yerbinden. Dann ist ^ AC B=:v. 



8' i. 
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Stehen die parallelen Spuren s, und t, noch auf der 
Achse OX seiokrecht, so wird die Ebene des Neigungs- 
winkels V parallel zn JI^ und daher v selbst gleich dem 
Winkel, den die zweiten Spuren s, und t, mit einander 
büden. (Fig. 143.) 



§ 89. Transformation der Projektionsebenen. 

Bei einigen am Schlüsse dieses Abschnitts znr Er- 
örterung gelangenden Aufgaben ist es zweekmäfsig, anfser 
den urapiUnglicb gegebenen Projektionsebenen /2, nnd 77, 
noch eine HUlfsebene n^ zo verwenden, welche nicht, wie 
die bereits &tlber (§ 15) eingefllhrte Krenzrirsebene auf n^ 
und 77, zugleich, sondern nur auf einer dieser beiden 
Ebenen senkrecht steht. 

Diese neue Ebene kann dann wieder als eine dritte 
Projektionsebene aufgefalst werden, und es soll nunmehr 
gezeigt werden, wie sich die Projektion irgend eines 
Baumpunktes A auf diese dritte Ebene 77g durch die 
beiden ersten Projektionen A^ und A^ bestimmen 
läfst, sobald die Stellung von 77g zn 77j und 77, bekannt ist. 

In Fig. 144 ist der Sachverhalt zunächst in schiefer 
Parallelpiojektion dargestellt. Die Ebene TTg ist dort aenk- 
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recht ZD n^ angenommeD worden and schneidet 77, in der 
Geraden 0^; die Ebene n^ wird in der Geraden 03 g^- 
flchnitten. Der Winkel XO^ gei kein Rechter. Die Pro- 
jektion eines beliebigen Raumpniiktes A auf die Ebene n^ 
ist der FaTgpnokt Ag des von A auf U^ gefällten Lotea. 
Die Strecke AA^ ist parallel und gleich dem von A^ auf 
Dg) gefällten Lote ^, B. Ferner ist RA^ = A^A = QA^. 
Um die Fiojektion ^4. in der einen Zeicbenebene darzu- 
stellen, dreht man die Ebene n^ nm die Achse O^ so 
weit, bis sie anf die Ebene n^ fällt. Dann gelangt die 
Achse 03 "1 ^^ oßne Lage 03; der Winkel ?)03 ist 




ein rechter, and der Winkel 003 i^* abhängig von der 
Stellung der Ebene 77g zu /J,. 

Durch die genannte Drehung von /7g um DJ) wird 
da« in jffg gelegene Rechteck ^ ^g S in die Lage -« ^'g S" 
übergeführt. Da hei der Drehung jeder Punkt tod 77, einen 
Kreisbogen beschreibt, dessen Ebene senkrecht auf der 
Drehungsachse 0^ steht, so mufs \' in der Verlängerung 
der Geraden A^ R Über R hinaas liegen. Ein zweiter geo- 
metrischer Ort für Ag' in der Zeichenebene ist die durch 
S" zu Og) gehende Parallele S'Ag'. Zu dem Punkte S" 
kann man auch dadurch gelangen, dala man die Strecke 
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OS zunächst durch. Drehung um D innerhalb der Ebene 
/f, in die Lage OS' auf der Äohse OX fiberftlhrt und dann 
DS" dorch I&ehnng nm D innerh^b 77^ in die Lage OS" 
gelangen lärst. 

Wird dann Bchliefalich noch 77^ durch Austtibrung der 
Vierteldrehung um OX {§ 14) mit der Vertikalebene 77, 
zni Koincidenz gebracht, so wird aus den beiden mit gleichem 
Radius 05 (^DS'^DÄ") um dasselbe Gentmm O be- 
Hcttriebenen Kreisbogen SS* und S' S" ein einziger Kreia- 
bogen. 

Auf Grund der voratebendea Betrachtung wird nnn die 
In Fig. 145 a gegebene Darstellnng in einer Zeichenebene 




deutlich. Unter irgend einem zunächst beliebigen Winkel 
ist O^ gegen die uisprOugliche Achse OX gezogen; senk- 
recht zu OD ist 03 gezeichnet. 

Sind A^ und A^ die ursprünglichen Projektionen Ton 
A auf 77, und H^, so ergiebt sieb A^', wenn man von 
Aj auf O^ das Lot A^R fällt, darauf A^S senkrecht zu 
03 zieht, nm mit OS den Kreisbogen SS" bis zum 
Schnittpunkt S" auf 03 zieht und endlich in S" auf 
03 das Lot errichtet. 

SlliiBid, DumilHl« OloiiatiU. 10 

r.,,1, .. .A'OOt^[c 
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Liegen die ProjektioDec eines Ranrnponkta nicht anf 
vetBohiedenen Seiten der Achse X, sondern aof derselben 
Seite TOD OX, wie es fUr den darch B, und B^ darge- 
stellten Punkt B (Fig. 145 a) der Fall ist, so zieht mau 
ganz analog 5, ü und B, V senkrecht zu O?) bezw. 03'» 
beschreibt dann um O mit O V den Kreis in dem dureh 
die Pfeilrichtnng angedeuteten Sinne bis zum Schnittpunkte 
V" mit D3' oai^ rieht sohliefslieh das Lot in F" zu D^' 
bis zum Schnittpunkte f , mit B^ ü. 




Kl- l*Sb. 

Fig. 145b veranschaulicht den anderen Fall, dafs die 
Ebene 77^ senkrecht zu /7, aufgestellt ist Dann findet die 
Umlegung von 77g um die Achse D3 in die Ebene U^ statt. 
Die Auffindung der dritten Projektion eines Punktes Ä 
bezw. B bedarf für diesen Fall keiner weiteren Erläuternng, 
da sie in gai^ entsprechender Weise wie im vorigen Falle 
erfolgt. 



§ 40. Die HalliieFimgsebeDen. 

Ein weiteres Hlü&mittel, das bei manchen späteren 
Angaben mit Vorteil benutzt werden kann, erlangt man 
durch Einführung der sog. „Halbiernngsehenen". 
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Die Pnnkte des Raumes, welche gleiche Absttede von 
den beiden Projektionsebeaen //^ nnd TL haben, erftUlen 
insgesamt zwei Ebenen 11,^ nnd ö,, {Fig. 146 a). Die 
Ebene H.^ halbiert den ersten nnd dritten Quadranten, die 
Ebene H^^ dagegen den zweiten nnd vierten Quadranten. 
Infolgedessen beifsen H^^ nnd H^^ die „Balbieinngs- 
ebenen", und zwar soll H^^ die „erste Halbierangs- 
ebene", ff^^ die „zweite Halbiernngsebene" genannt 
werden. 




Flg. IM*. 



Ist A ein Punkt der vorderen ^Ifle OXM^M, von 
ffjg, 80 ist AA^ = AÄ^, oder A^A^=:AgA^. Bei der 
Drehung von n.maOX bis zur Koineidenz mit n^ (vgl. 
§ 14) kommt daher A^ mit eioem Pnnkte von 77, zur 
Deckung, der in Bezug auf die Achse OX zum Punkte A^ 
ErymnietriBch liegt. Das Gleiche gilt für jeden Funkt B der 
Mnteren Hälfte OXM^M^ von H^g, nnr dafs dann die 
erste Projektion B^ durch Ausfilhrung der Vierteldrehung 
von TT, mit einem oberhalb der Aebse OX gelegenen 
Punkte von //, znr Deckung kommt, der sjmmetriseh in 
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Bezog anf OZ zu dem unterhalb OX liegenden Punkte 
ß, üegrt. 

Andeis verhält es sich mit den Punkten der zweiten 
Halbiernngaebese H^^. lat C ein Punkt der den zweiten 
Quadranten durchsetzenden Hälfte OXN^N^ von B^^, so 
erkennt man ohne weiteres, dals durch die Diehung der 
Ebene /7, um OX die erste Projektion C, von C mit der 
zweiten Projektion C^ zur Deckung kommen mnfs, da CC, 
= CC^ oder C^ C, = C^ C^ ist. Der Punkt C, der Zeichen- 
ebene, der dami zugleich die erste 
2j f^v^\At Projektion jenes PuÄtes Cvon H^^ 
darstellt, Uegt oberhalb der Pro- 
jektionsachse OX.. Ganz analog 
fällt nattlrlich bei der Drehung 
von' /T, um OX die erste Pro- 
~0 jektion D^ eines Punktes D, der 
m der vorderen Hälfte OXN.N^ 
von H^. liegt, mit der unterhalb 
der Achse OX gelegenen zage- 
hörigen zweiten Projektion D, za- 
sammen. Die Darstellong der 
soeben geschilderten Verhältnisse 
in einer Zeichenebene ist in 
Einer weiteren Erläuterung bedarf ea 



« 
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i fixieren wir durch den Satz: 



flg. 146 b gegeben, 
dazu nicht. 

Das gewonnene Ergebni 

„Alle Funkte der ersten Halbierungsebene 
haben symmetrisch znr Achse gelegene 
Projektionen. Alle Punkte der zweiten 
Halbierungsebene haben zusammenfallende 
Projektionen." 
Was die Spuren der Halbierungsebenen angeht, so 
fallen die erste und zweite Spur sowohl bei H.^ wie bei 
J?,4 mit der Achse OX zusammen, da beide Halbierungs- 
ebenen die Achse X enthalten. Die dritten Spuren 
halbieren die Winkel zwischen der OY- und 0^- Achse. 
Für ifj, ist die Spurenlage in Fig. 147 a, ftlr H^^ in Fig. 
147 b angegeben. 

Jede nicht zu H^^ bezw. H^^ parallele Ebene E schneid^ 
sowohl fl,g wie H^^ in einer Geraden. In Fig. 148 a ist 
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die Schnittgerade d einer dnrcb ihre drei Spuren ^, f,, ^ 
dargestellten Ebene E mit H^^ gezeichnet, in lilg. 148 b 
der SC'lmitt von E mit H^^ ausgeführt worden. In beiden 




Ja ''- 1 ,, 



Fällen rnnfB natilrlioh die Schnittgerade d durch den anf 
der Achse OX gelegenen Spnrenecbnittpnnkt Q gehen, da 




der letztere auch in £f„ imd E^^ liegt. Zn beachten ist, 
daßi in Fig. 148 b die erste nnd zweite Projektion der 
Schnittgeraden d znaammenfallen mttssen. 
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§ 41. Affinität. 
Zieht man in einer dareh ihre Spnrea t„ t^ ge- 
gebenen Ebene E (Fig. 149) eine Gerade c, deren Pro- 
jelctionen A,B, nnd A^B^ Bind, so mtifs diese Gerade, so- 
fern sie nicht zuiUUig znr zweiten Halbiernngsebene S^^ 
parallel ist, H^^ in einem Fnnkte € treffen, welcher anf 
der Schnittgeladen der beiden Ebenen E nnd H^^ liegt 
Da nach dem vorigen Paragraphen die erste und zweite 
Projektion von @ in denselben Punkt der Zeiebenebene 
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zusammenfallen müssen, so folgt, dafs die erste und zweite 
Projektion, A^B^^ nnd A^B^, sich in einem Punkte ß' der 
ersten (oder zweiten) Projektion a der Schnittgeraden tod 
E and H^^ treffen müssen. Das Gleiche gilt von jeder 
beliebigen anderen Geraden der Ebene E. 

Zeichnet man daher in der Ebene E irgend eine gerad- 
linige Fignr, z. B. ein Dreieck ABC, dessen Projektionen 
A^ B{ G, nnd A, B, C, sind (Fig. 149), so müssen sich die 
einander entsprechenden Projektionen der Seiten dieses 
Dreiecks in drei Punkten Sl', 8', S' der Geraden a treffen. 
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Diese EigentUmliobkeit fixiert man dntoli Einftlfanm^ einer 
besonderen Bezeichnnng, indem man sagt: 

„Die beiden Projektionen der ebenen 

Figur ABC stehen in dem Verhältnisse der 

affinen Verwandtschaft oder der Affinität 

zn einander". 

Die allgemeine Definition der Affinität enthält der 

folgende Satz: 

„Zwei ebene Fignren sind affin, wenn 

1) die Punkte nnd Geraden der beiden 
Fignren sich paarweise entsprechen; wenn 

2) die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte samtlich parallel sind; nnd wenn 

3) je zwei einander entsprechende G-eradeu 
sich in je einem Punkte einer festen Ge- 
raden schneiden". 

Die feste Gerade, welche die Schnittpunkte aller ent- 
sprechenden Geraden enthält, heifst die „Affinitätsachse". 

In Fig. 149 sind die Geraden, welche die einander 
entsprechenden Punkte A^ und A^, B^ und J5„ C, und C, 
Terbinden, sämtlich senkreeht zu OX, und demnach auch 
alle parallel. 

Betreff der AfBnitätsachse besteht der nach dem Obigen 
«elbstycretändiiche Satz: 

„Die Affiuitätsaohse ist die Schnittlinie 
der Ebene der ebenen Figur mit der 
Halbierungsebene -ff,«". 

Hieraus ergiebt sich nun sofort ein Mittel, ftlr eine be- 
stimmte durch ihre Spuren gegebene Ebene die Affinitäts- 
achse zu konstruieren, wenn man die direkte Benutznng 
der Ebene H^^ Termeiden will. Man zieht irgend eine 
Gerade der Ebene, z. B. die Gerade c, deren Projektionen 
c^ und c, sind, und verbindet den Sporenschoittpankt Q 
auf der OX- Achse mit dem Schnittpunkte !£' von c, nnd 
e^ (Fig. 149). Anstatt der beliebigen Geraden ist selbst- 
redend auch die Verwendung einer Sporparallelen denkbar. 
In Figur 149 ist a^ || (^, a^\\OX gezogen und dann der 
Schnittpunkt %' von o^ und a, bestimmt. 
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§ 42. Drehnng einer ebenen Figur um eine ihrer 

Spuren. 

Bei deD OeBtaltBbeBtiminungen ebener Figuren, wie 
ele im Folgenden nocli bei der Behandlung ebener Schnitte 
von Körpern mehr&ch aiiilreten werden, empfiehlt sieh die 
Anwendung der sog. „Drehnngsmethode", die bereits 
Mher im einzelnen Fall fUi die Gestaltsbestimmnug des 
Dreiecks verwertet worden ist (§ 23). 

Der einfachste Fall, der vorliegen kann, ist dadurch 
gekennzeichnet, dafs die Ebene der Flgnr auf einer der 




Projektionsebenen senkrecht steht, z. B. auf /T, {Fig. 150). 
In der Ebene E, deren erste Spur QR^ s^ dann senkrecht 
znr Achse OX liegt, sei ein Fünfeck ABC DE gegeben, 
dessen erste Projektion A^ B^ C, D^ E^ ist. Die zweite 
Projektion A^ B, C, i>, E^ mufs dann in die zweite Spur 
QS=Sj von E fallen, da die Ebene E selbst die pro- 
jizierende Ebene von ABCDE ist. Die wahre Gröfse und 
Gestalt des Fünfecks erhält man in der Zeichenebene, wenn 
die Ebene E bis zur Eoincidenz mit der ersten Projektions- 
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ebene ^^ um die erste Spur s^ gedreht wird. Dabei be- 
schreibt jeder Punkt der Ebene E einen Kreisbogen, dessen 
Ebene der zweiten Projektionsebene /7, parallel ist und 
dessen Projektion auf /Z, eine Parallele za OX durch die 
erste Projektion des betreffenden Punktes ist Mithin gelangt 
z. B. der Punkt A durch die Drehung nach einem Punkte 
A' der Zeichenebene, welcher erstens auf der Senkrechten 
Aj A^' zur Drehungsaehse »j liegt. Zweitens mufs Ä' vom 
Punkte W dem Mittelpunkte des beschriebenen Kreises, 
den Abstsmd QA haben. Demnach konstruiert man A', 
indem man um Q mit QA^ den Kreis und vom Schnitt- 
punkte^' dieses Kreises mit OX die Parallele zn s, zieht, 
welche A^ A^' in A' schneidet. Ganz entsprechend werden 
die übrigen Eckpunkte B', C, D', E" konstruiert. 

Die Verlängerungen der Seiten SC, AE,AB,ED des 
Fünfecks treffen die Ebene i7, in den Punkten T, U, V, W 
der ersten Spur s^. Da diese Punkt« bei der Drehung um 
s^ an ihrem Platze bleiben, so müssen die Seiten des um- 
gelegten Fünfecks A'B'CD'E ihre zugehörigen ersten 
Projektionen, also die Seiten des Fünfecks A^ B^ C, D^ E^ 
in den Punkten T,U,... treffen. Hierans folgt dann die 
Bemerkung: 

„Die umgelegte ebene Figur und ihre erste 
Projektion sind affine Gebilde. Die erste 
Spur a^ ist die Affini tätsaehse." 

In allgemeinerer Anordnung findet sich die LSsnng der- 
selben Aufgabe in Fig. 161. Dort ist in einer beliebigen 
Ebene E ein Viereck ABCD mit den Projektionen A^B,C^D^ 
and A^ 5, C, D^ gegeben. Um die wahre Gröfse nnd Gestalt 
des Vierecke zu bestimmen, wird die Ebene des Vierecks 
um ihre erste Spur «j bis zur Koincidenz mit der ersten 
Projektionsebene /7, gedreht. Dabei beschreibt jeder Pnnkt 
der Ebene E einen ESeisbogen, dessen Ebene senkrecht auf 
E steht und dessen erste Projektion infolgedessen die erste 
Spur «j von E rechtwinklig trifft. Der Radius jenes Kreises 
ist der Abstand des betreffenden Punktes der Ebene E von 
ihrer ersten Spur. Um diesen Badius zu ermitteln, bedient 
man sich der im § 39 auseinandergesetzten Projektions- 
ehenentransformation. Es wird senkrecht zu 77, und zugleich 
senkrecht zn E eine Halfeebene 77^ aufgestellt, deren 
erste Spnr D?) durch einen beliebigen Punkt D der Achse 
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OX senkrecht znr ersten Spur s^ von E gezogen wird. 
Die zweite Spnr i, iet senkrecht aof O X. Da n^LE 
vorausgesetzt ist, müssen die Projektionen aller Pankte der 
Ebene E auf die Ebene n^ auf der Schnittgeraden von /7g 
und E liegen, die mit den Spuren t^ und ^ von i/g ein 
rechtwinldiges Dreieck O 'S A eiusehlierst, welches in Fig. 151 
als tiS'R in die Zeichenebene umgelegt ist. Die Schnitt- 
gerade R S von IJg und E steht nun auch senkrecht auf g^. 




weil Sj die Schnittlinie von E und /7^ ist. Folglich ist 
R S allen Ebenen der vorher genannten Kreisbahnen parallel 
nnd es erscheinen bei der Projektion der Punkte von E 
auf 77j die Radien der Kreise auf Ä5 in wahrer Länge. 
Um daher die definitive Lage der Punkte A, B, C, D 
in der Zeichenebene nach Äusltlhrung der Drehung zn er- 
halten, fällt man zanächst von A^, ß„ C^, D^ auf Sj Lote, 
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bestimiut die Projektionea A^, B^, Cg, D^ aaf n^ nach 
§ 39, nnd zieht dann um R mit den Radien RA^, RBg, 
R Cg, R i>g Kreise, welche die verlängerte erste Spnr t^ 
von /7g in A'", Bf", O", D'" treffen. Durch die letzteren 
Pnnkle werden Parallelen zn »^ gelegt, die die zaeret ge- 
zogenen Lote in den geenehten Pnnkteo A, B, C, D treffen. 

Aach hier iet evident, dafs die ei«t« Projektion A^B^ C, D^ 
nnd UmlegODg AB CD im Verhältnisse der affinen Ver- 
wandtscbfÄ zn einander stehen. 

Schliefslieh,, möge noch eine Anwendung der soeben 
doiehgeführten Überlegnngen anf folgende Anfgabe gemacht 






werden: In einer durch ihre Spuren gegebenen Ebene 
£soll ein gleichseitiges Dreieck von gegebenerSeite 
gezeichnet werden, wenn die erste Projektion eiaes 
Eckpunktes und die Richtung der ersten Projektion 
einer dnrch diese Ecke gehenden Seite bekannt sind. 

Die Spuren der Ebene E sind «, und «, (Fig. 152), A,^ 
ist die gegebene erste Projektion der Ecke A; HA^ giebt 
die Richtung der ersten Projektion der Seite AB «a. 

Zun&cliet legt man die Seite AB xaa durch Drehung um 
Sj unter Benutzung einer auf n^ and E senkrechten Hulfs- 
ebene, deren erste Spur D F ist. Die Seitenprojektion von A 
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ist A^'. FAg ist der RadiiiB des von A bei der Umlegnn^ 
besciuiebenen Ereisbogena. HK iat dann die Umlegang 
der Geraden, auf der die Dreiecksseite AB liegen mnfa. 
Anf HK trägt man Ton A' aus die gegebene Seite A'B'^l 
ab nnd zeichnet dann Ober A' B' das gleichaeitige Dreieck 
A'B'C Nunmehr beBtimmt man die zn C gehörige erete 
Projektion C^ mit Benntznng der ersten Spur g^ von E als 
Affinitätsaobse, nachdem B^ dnrch das anf s^ gefällte Lot B' B^ 
ermittelt ist. Man verbindet nämlich den Schnittpunkt J von 
A' C nnd «1 mit A^ ; JA^ wird von dem za «, von C ge- 
zogenen Lote im geenchten Punkte <7, getroffen. Die zu 
j4j S, C, gehörige zweite Projektion J, B^ C, ergiebt sieh 
abermals mit Znhttlfenahme der zur Ebene E gehörigen 
AiSnitätsaehse a, die in bekannter Weise durch die Ver- 
wendung der durch A gehenden Spurparallelen g ermittelt 
ist. Es werden von A, B^, C^ die Lote zur Achse OX 
gezogen und dann dorcn A^ die Verbindungelinien mit den 
Punkten L nnd N anf der AfBoitätsachse a gezogen, die 
jene Lote in B^ nnd C, treffen. 



§ 43. fibnngsaufgaben. 

1. Der Abstand eines durch Gmndrirs und Aufrifs ge- 
gebenen Punktes P von einer zur Achse parallelen 
Ebene E ist zu konstruieren. 

2. Eine Ebene E ist durch ihre Spuren «^ nnd ^ ge- 
geben. Es soll der Aufrifs eines Punktes P ge- 
zeichnet werden, der Yon E den gegebenen Abstand l 
hat, wenn der Gnindrifs P^ von P bekannt 'ist 

3. Es ist der Punkt P einer durch ihre Spuren ge- 
gebenen Ebene E darzustellen, welcher von drei 
durch GrundriTs nnd Aufrifs gegebenen Punkten 
gleiche Abstände bat. 

4. Gegeben ist eine Gerade g durch die ersten beiden 
Projektionen eines ihrer Punkte und durch ihre 
Neigungswinkel v, und Vj gegen H^ und IT^. Es sollen 
die Projektionen einer Geraden h konstruiert werden, 
welche im Abstände l m ff parallel ist and deren 
erste Projektion h^ durch den Punkt Q, von U^ geht 

5. Es sind die Projektionen einer Geraden h za 
zeichnen, die von drei durch Grundrifs und AufriTs 
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gegebeaeo parsllelen Geraden g% g", g"' gleiche 
AbBtäade bat. 

6. Es sollen die Punkte P eiuer darcb ihre Sparen ge- 
gebenen Ebene E ennlttelt werden, welche von 
zwei anderen gegebenen Ebenen E! und E' die 
Abstände /* bezw, V haben. 

7. Durch einen Punkt P, dessen Grand- und Aufrirs 
bekannt sind, soll eine Gerade h gelegt werden, 
die in einer zur gegebenen Geraden g senkrechten 
Ebene liegt nnd von g den gegebenen Abstand l hat 

8. Es sind die Winkel zu bestimmeD, welche eine Ebene 
E mit den drei Achsen OX, OY, OZ einschliefst. 

9. In einer gegebenen Ebene E sollen die Projektionen 
derjenigen Geraden ermittelt werden, die dnrch 
einen gegebenen Pnnkt P von E geben und gegen 
die zweite Projektionsebene /T, nnter dem Winkel 
>^ geneigt sind. 

10. Durch den Punkt P der gegebenen Ebene E' ist 
in E eine Gerade g zu legen, welche mit der ge- 
gebenen Ebene E" den gegebenen Winkel y bildet. 
Die Projektionen von g sind zu konstruieren. 

11. Durch die gegebene Gerade g ist eine Ebene za 
legen, welche die gegebene Gerade h unter dem 
gegebenen Winkel v Bchneidet. 

12. Dnrch die Gerade g ist eine Ebene zu legen, die 
mit den beiden gegebenen Ebenen E' und E" 
gleiche Neigungswinkel bildet. 

13. Dnreb die Gerade g einer gegebenen Ebene E' soll 
eine Ebene E" gelegt werden, die mit E den ge- 
gebenen Neigungswinkel v bildet. 

14. Durch eine Gerade g soll eine Ebene E gelegt 
werden, die zwei durch Ihre Spuren gegebene 
Ebenen E nnd E' in parallelen Geraden schneidet. 

15. Es sollen die Projektionen desjenigen Punktes einer 
gegebenen Geraden g gezeichnet werden, welcher 
von zwei dnrch Grundrifs und Aufrifs gegebenen 
Dreiecken ABC und A' B'C gleiche Abstände hat. 

16. Vier Ebenen E', E", E'", E'^ sind durch ihre Spuren 
gegeben; es sind die Projektionen der Punkte zu 
zeichnen, welche von jenen Ebenen gleiche Abatttade 
haben. 

r.,,i, ... :..Ci00l"^lc 
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Darstellnng yon Yielflachen. 

§ 44. Das Dreikant. 
Werden die Eckpunkte A^, A^, A^ . ... eines Überall 
konvexen ebenen Vielecks, d. i. eines solchen Vielecks, 
welches nirgend einsprin^nde Winkel besitzt, mit einem 




aoTseihalb der Vieleeksebene gelegenen Punkte S verbunden^ 
so entsteht eine „körperliche Ecke". Die Ecke wird als 
„tn-seitige körperliche Ecke" oder als „m-Kant" bezeichnet^ 
wenn das betreffende Vieleck ein m-Eck ist. Die Verbindnngs- 
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linien von S mit den Vieleckseekeu heifeen „Kanten", der 
Punkt 5 heifst der „Scheitel" der körperlichen Ecke. Die 
Yon den anf einander folgenden Kanten gebildeten Winkel 
werden die „Eantenwinkel" oder „Seiten" der körper- 
lichen Ecke genannt. Die Neigungswinkel der Ebenen der 
anf einander folgenden Seiten heifsen „Flächenwinkel" 
oder kurzweg „Winkel" der körperliehen Ecke. Fig. 153 
veraDschanlicht eine ftiofseitige Ecke, welche die Kanten iS A^, 
SA^ . . . SA^, die Seiten: ^ Ä^SA^ = a^, ^ Ä^SA^ -=«,,.., 
^A^SA. = ct^, und die Winkel : ^ Ü, 5j i»j = v^ , 
^ Cg 5, Z>, = >■„..., ^ Cj JSj i>5 ^ v^ hat. 

Im einfachsten Falle m = 3 entsteht das „Dreikant". 
Oboe aof die Äbleitnng der auf das Dreikant bezüglichen 
Stereometriscben Sätze einzngehen,*) wollen wir zur Orien- 
tierung tther die wichtigsten Eigenschaften doch wenigstens 
das HauptBäcblichste kurz zuBammenstellen: 

Der gröfseren Dreikantseite liegt der grOfsere Dreikant- 
winkel gegenüber. Gleiche Seiten haben gleiche Gegen- 
winkel. — Die Summe der Kantenwinkel ist kleiner als 
4 Rechte; die Summe der tläohenwinkel ist gröfser als 
2 Rechte, aber kleiner als 6 Rechte. 

Zu jedem Dreikaot läfst sieh ein sog. „Polardreikant" 
oder eine sog. „Polareeke" konstruieren, indem man von 
irgend einem Raumpnnkte S' des Innenranmes des Dreikants 
Lote auf dessen Flachen fällt. Der Punkt S' ist der Scheitel 
der Polarecke; die von Sf ausgehenden Lote sind die Kanten 
der Polarecke. Die Lage einer Polareeke zum nrsprtlnglicben 
Dreikant &idet sich veranschaulicht in der Fig. 154a, wo 
zunächst das Dreikant in Gnmdrifs und Aufrifs dargestellt 
ist. Die Projektionen des Scheitels sind S, und S^, die 
Projektionen der Kanten S^P^, S^Q^, S^R^ bezw. S, /*,, 
■S, Qj, S, iü,. Die Projektionen des Seheiteis der Polareeke 
sind 5j' und S,', wobei S^' als mit S^ zusammenfallend 
gewählt ist, während S,' auf der Achse OX angenommen 
worden ist. Der Seheitel der Polarecke liegt demnach in 
diesem Falle in n. senkrecht unter dem Scheitel des 
ursprünglichen Dreikants. Die Projektionen der Kanten 
der Polareeke sind S'U^, -S,' F^, S,' PT^ bezw. S^'ü^, 
■SjTj, -Sj' SP,. Diese Kanten, die nach dem Vorstehenden 
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genkreoht aaf je einer Fläche des nTsprttnglichen DreikantH 
stehen, treffen jene Flächen in Pnnkten A', B', C, deren 
Projektionen Ä^', B^', C,' bezw. A^', B^', C,' sind. Die 
Flächen der Palarecke werden von den Kanten des nTBprttng- 
lichen Dreikants in den Punkten A, B, C 
ß mit den zugehOrii^D Projektionen A^^ 

-Öj, C, bezw. A^, B,, C, getroffen. 
Die Flächen des Dreikants schneiden 
demnach diejenigen der Polarecke in 
den Geraden AB', B'C, CA', A' B, 
BC, CA. Das Dreikant nnd Beine 
Polarecke umgrenzen zusammen einen 
■ Körper, der von den 6 Vierecken 
SAOB, SBA'C, SCBA, S'B'AC, 
S'OBA' und S'A'CB' begrenzt ist 
F<s. 16». und 12 Kauten und 8 Ecken hat. 
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In Fig. 154b ist dieser Körper in schiefer Parallelprojektion 
dargestellt. 

Hinsichtlich der wesentlichen Beziehcngen zwischen dem 
Dreikant ond seiner Polareeke gelten folgende Sätze: Die 
Kanten winke! der Polar ecke sind die Supplemente der 
Flächenwinkel des Dreikants, die Fiäehenwinkel die Supple- 
mente der Kanteuwinkel des Dreikants. 

Bezeichnen wir die Kantenwinkel des Dreikants mit a, 
ß, y, seine Fiäehenwinkel mit A, B, r, analog die Kanten- 
Winkel und Fiäehenwinkel der Polarecke mit a, ß', y bezw. 
A', B', r', so bestehen die Gleichungen: 

c=2S — A k' r^2R — a 

f = 2R—B und B' = 2R^ß 
/ = 2i2 — r r' = 2B — /. 



§ 45. Darstellung der Selten nnd Winkel des 
Dreikants in einer Ebene. 

Bei den Aufgaben ttber Herstellung eines Dreikants 
ans gegebenen Stocken ist es erforderlich, die Darstellung 
der Seiten und Winkel in einer einzigen Ebene Torznnehmen. 
Zu dem Zwecke legt man zwei Seiten des Dreikants, z. B. 
ß und y in die Ebene der dritten Seite « um, indem man 
ß nm die mit a gemeinsame Kante c, nnd y um die mit a 
gemeinsame Kante b dreht. (Fig. 155 f. S.). Dabei beschreibt 
jeder Punkt der gedrehten Fläche einen Kreis, dessen Ebene 
auf der betreffenden Drehungsachse senkrecht steht und 
dessen Badius der senkrechte Abstand jenes Punktes von der 
Drehnngsachse ist. Ist A ein willkttrlieher Punkt derjenigen 
Kante a, welche nicht der Seite a des Dreikants an- 
gehört, so gelangt Ä bei der Umlegnng der Seite ß um die 
Kante c in einen solchen Punkt A' der Ebene der Seite a, 
welcher erstens auf der von der Projektion Ä^ des Punktes 
A zur Kante c gezogenen Senkrechten liegt und welcher 
zweitens von der Kante c in der Ebene der Seite a den 
Abstand A' F^ AF hat, wenn AF der senkrechte Abstand 
des Punktes A von der Kante c ist. Die Strecke AF ist 
die Hypotenuse des bei Ä^ rechtwinkligen Dreiecke AA^F 
nnd kann in der Zeichenebene, die mit der Ebene der Seite a 
identisch sein soll, dnrch Umlegnng des Dreiecks AA^ F 
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n«. 16S. 

um die Katbete A^ F erhalten werden. Dabei gelangt A 
in den Pnnkt H nnd es ist erstens AA^ ^HA^^, sweitena 
AF—HF. Folglich liegt A' auf dem Kreise um F mit 
dem RadiuB FE; iemer ist ^ FSA'^ß nnd SA' = SA. 
Der Winkel A,FH stellt in der Zeichenebene den Xeigunga- 
winbel der Seiten a und ß des Dreikants, also den Flfichen- 
winkel r dar. 

Ganz entsprechend erhält man durch UmJegung des 
Punktes A um die Kante 6 in die Ebene von a den Funkt 
A" im Ahetande A' E^^AE= EG von b, wo F6 die in 
a um EA^ niedergelegte Hypotenuse des bei A^ recht- 
winkligen Dreiecks AEA^ ist. Der Winkel AEA^, 
welcher den Neigungswinkel B der Seiten y und a des 
Dreikants darstellt, kommt in der Zeichenehene in die Lage 
GEA^. Da sowohl GA^ wie anch ^-^ die in a um- 
gelegte Strecke AA^ vorstellt, so mHssen die Punkte G 
und H auf dem in a mit AA^ um ^, beschriebenen 
Kreise liegen. 

Um auch den Neigungswinkel A der beiden Dreikants- 
seiten ß und y in der Zeichenebene dargeetellt zu erhalten, 
legt man durch den Pnnkt A der Schnittlinie a von ß und 
y die zu a senkrechte Ebene, welche die beiden anderen 
Kanten 6 nnd c des Dreikants in B und C triflt. Als 
Strecken der Ebenen ß bezw. y gehen bei der Umlegung 
in die Zeichenebene A C und A B ober in ^' C bezw. 
A" B, Da AC ond AB auf SA^^a senkrecht stehen, 
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müBgen anch die Winkel SA'C und SA" B beide gleich 
einem rechten Winkel sein. Wiid d^ Winkel BAC^A. 
dorcb Drehung am die Achse £ C in die Zeichenebene 
ungelegt, so bewegt deh der Scheitel A von A in einer 
za BC senkrechten Ebene Jü, die daher auch senkrecht 
aaf der Zeichenebene steht Als zu BC senkrechte 
Ebene nmfs M auch alle durch A gehenden zu BC senk- 
rechten Richtungen enthalten, folglich auch die Kante a; 
denn als Senkrechte anf der Fläche BAC steht a auch 
senkrecht anf B C. Folglich bewegt sich A in der pro- 
jizierenden Ebene von a und miiÜB daher bei der Umlegnng 
am BC schliefslich in einen Pnnkt I> der Projektion S A^ 
von a fallen. Im Übrigen bestehen die Beäehongen 
AB = VB=^A"B und AC=DC=ÄC. Die Kreise 
um B mit dem Radias BA" und um C mit dem Radius 
CA' mOssen sieh im Punkte D der Projektion SA^ von 
a schneiden. 



§ 46. Fundameiitalaufgaben über dag Dreikant. 

Wir gehen jetzt dazu Ober, aus gegebenen Sttlcken 
die übrigen StBeke eines Dreikants zu konstraieren. 
Zunächst werden diejenigen Fondamentalaofgaben erledigt, 
deren LOsong auf direktem Wege erfolgt, und zwar geben 
wir in jedem Falle nur eine einzige der bekannten LOsnngen, 
indem wir es dem Leser tiberlassen, sich bezüglich anderer 
LSsungen in ausführlicheren Werken zu orientieren.*) 

1. Gegeben: a, ß, y. 

Die LQsnng geht ohne Weiteres aus Fig. 155 berror. 
Wir legen die drei gegebenen Kantenwinkel in der Reihen- 
folge y, a, ß neben einander iu die ^eichenebene (Fig. 156), 
so dafs ^MSJ=y, ^JSK = a und ^KSL = ß ist. 
Anf den Schenkehi MS und LS von y bezw. ß tragen 
wir die beliebigen, aber gleichen Strecken SA" ^ SA' ab, 
ziehen von A" und A' zu SJ bezw. SK die Lote A"E and 
A' F, die sich in A schneiden. Darauf errichten wir in A 
auf EA und FA die Lote AN und A 0, die von den um 
E bezw. F mit den Radien EA" and FA' gezogenen 
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Kreisen in G bezw. H gescbDitten werden. Dann ist 
^ ÄEG=B nnd^^ FH= r. Um den Flächenwinkel 
A zn erhalten, errichten wir in A" nnd Ä auf SA" nnd 
SA' die Lote, die SJ und SK in B bezw. C treffen. 
Zeichnen wir dann am B nnd C die Kreise mit den Kadien 
BA" und CA, 80 schneiden eich diese letzteren in dem 
Punkte D, welcher nach dem Ergebnisse des vorigen Para- 
graphen anf der za BC senkrechten Geraden SA liegen 
rnnfs. Der Winkel BD C ist gleich dem Flächenwinkel A. 

2. Gegeben: o, ß, r. 

Es werden die gegebenen Kantenwinkel a^ ^J S K 
nnd ß^^ ^ KSL neben einander in die Zeichenebene ge- 
legt (Fig. 157); darauf errichtet man in einem beliebigen 
Punkte F des gemeinsamen Schenkels SK auf diesem das 
Lot, welches SL io A' triift. An diesem Lote wird in F 
der gegebene Flächenwinkel f angetragen, dessen zweiter 
Sehenkel i? F = -4' F gemacht wird. Das von // aaf FA' 
gefällte Lot trifft FA' in A. Dieser Punkt ist dann ein Punkt 
der ProjektionSitf^der dritten Kante des Dreikants; -^ JSNist 
die Projektion des dritten Kantenwinkels / auf die Zeichen- 
ebene. In der Zeiehenebene erhält man y durch Umlegung 
um SJ, indem man von A auf SJ das Lot AE föllt, 
welches des am S mit dem Radius S A' gezeichneten Kreis 
in A" trifft; -^ A"SJ ist der umgelegte Winkel y. Die 
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übrigen noch fehlenden StUcke des Dreikants ergeben sich 
leicht nach dem unter 1) angegebenen Verfahreü, da nun- 
mehr alle drei Kantenwinkel bekannt sind. 




«s. isi 



3. Gegeben: a, ß, B. 

Wir legen den Wiokel BSC^a in die Zeichenebene 
(Fig. 158 f. S.). Durch die Kante SB legen wir unter dem 
gegebenen Fläcbenwinkel B gegen die Zeichenebene die 
Ebene des Kantenwinkels y. Es wird in D das Lot l za 
SB konstruiert und durch diese Senkrechte die zu a senk- 
rechte Ebene gelegt, in welcher im Punkte D aa l der ge- 
gebene Flächenwinkel B angetragen wird. In der Fig. 158 
ist dieser Flächenwinkel um seinen Schenkel l in die Zeieheo- 
ebene umgelegt. Wird von irgend einem Punkte G des 
zweiten Schenkels auf den ersten Schenkel' l von B daa 
Lot GH gefällt, 80 giebt GH den Abstand des Punktes 
G der Seite y von der Seite a des Dreikants an. Um nun 
die Projektion der a gegenüberliegenden dritten Kante des 
Dreikants zu finden, tragen wir zunächst &a SC den Winkel 
MSC^ß an und drehen dann die Ebene des Kanten- 
winkels ß um SC Bo lange, bis ß mit der Ebene von / zum 
Schnitt kommt. Ba die I>nrchschnittsgerade von ß und y 
durch den Punkt -S, den Scheitel des Dreikants, gehen 
mnfs, so ist sie selbst völlig bestimmt, sobald noch die 
Lage eines zweiten, ihr angebörigen Punktes bekannt ist 
Zwecks Bestimmung eines solchen Punktes legen wir durch 
den Funkt H die zn SC senkrechte Ebene d, welche dann 
auch auf a senkrecht stehen mnfs. Diese Ebene hat zur 
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spar in der Zeichenebene das von H aui SC gefüllte Lot, 
welches SB in L trifft. Beachtet man nun, dafe aaeh 
die in ^ auf a senkrechte Strecke BG m der Httlfs- 
ebene d liegt, nnd daTs der Punkt G zogleich der Ebene / 
angehört, so folgt, dab zonfichst die Schnittgerade tod 
/ and ä durch die beiden Punkte L nnd G bestimmt ist 
In der Zeiehenebene ergiebt sieh die Darstellung der 
Schnittlinie von ;' und d durch Umlegnng um LF. Wir 
ziehen duroh H senkrecht zu LF die Strecke BQ' = BG 
und verbinden L mit G', Wird nnn die Ebene ß um 
SC gedreht, so beschreibt der auf SM nnd LF zugleich 
gelegene Punkt A' in der Ebene ^ um ^ einen Kreis mit 
dem Radius FA', welcher in Fig. 15S ebenfalls in die 
Zeichenebene umgelegt gezeichnet ist. Die Schnittpunkte K 
nnd K dieses Kreises mit LG' — es sind im allgemeinen zwei 
derartige Schnittpunkte vorhanden — liegen dann zugleich 
in den beiden Ebenen ß und y. Durch jeden dieser beiden 
Funkte kann, sofern ihre Umlegungen K and K innerhalb 
des von SB und SC begrenzten Winkelraumes liegen, die 
dritte Kante des Dretkants gehen. Die Projektionen von K 
und K auf die Ebene a müssen aui LF liegen und ergeben 
sich als die Endpunkte A und A der von K nnd K auf 
LF gefüllten Lote. Die Geraden SA nnd SA stellen dann 
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die Piojektionen der im aUgemeinsten Falle möglichen 
beiden Lagen der dritten Kante dar. Die Winkel BSA 
ond BSA Bind die Projektionen der dritten Seite y bezw. y 
anf die Ebene a. Die wahre GrOfse von y bezw. y er- 
hält man durch Umlegong um SB; es wird AEhew.AE 
senkrecht xa SB gezogen und dann um S mit SA' der 
Kreis gezeichnet, weldier die Verlfingenmgen von A E 
bezw.^^in A" bezw. ^" trifft. Dann ist ^A"SB — y, 
^A"SB^y. — Sobald einer oder jeder der beiden 
Schnittpunkte K und K der Geraden L G' mit dem um F 
gezelolmeten Kreise auf der Veriängenmg von L G' über 
L hinaus liegt, erhält man nur eine oder gar keine LOsung 
der Aufgabe, da jedes Dreikant, welches zu einem derartigen 
Schnittpunkt gehört, nicht den gegebenen Flächeuwinkel B, 
sondern dessen Supplement enthalten wUrde. Eine einzige 
Lesung existiert auch nur, sobald der um F gezeichnete 
Kreis die Gerade L G' berflhrt. 



g 47. Fortsetzung. 

Bei den folgenden drei Fnndamentalau%aben ist eine 
ZnrOckitQu-nng auf die drei im vorangehenden Paragraphen 
behandelten Aufgaben möglich, wenn die im § 44 ange- 
gebenen Beziehungen zwischen dem Dreikant und seiner 
Polarecke Bertloksichtigung finden. Wir wählen indessen 
diesen indirekten Weg nur bei der letzten Aufgabe nod 
geben bei den beiden anderen Aufgaben eine direkte 
Lösang ohne Benutzung des Polargebildes. 

4, Gegeben: o, B, f. 

Wir zeichnen in der Zeichenebene den gegebenen 
Kantenwinkel a=^BSC (Pig. 159 f. S.) und legen dann 
durch SB und ÄC die Ebenen y und ß unter den gegebenen 
Neigungswinkeln B bezw. f. Zu dem Zweck stellen wir 
in der Zeiehenehene die umgelegten Flächenwinkel J" E G'= B 
und K FIT = r her. Um einen Punkt der dritten Kante 
des Dreikants za ermitteln, schneiden wir das Dreikant im 
Abstände d von der Ebene a durch eine zu a parallele 
Ebene. Dieselbe trifft die Ebenen / und ß in zwei Geraden 
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g und A, welche den Sporen SB nnd SC von y nnd ß 
parallel sind und die sich in einem Punkte der Schnitt- 
geraden von ß und y treffen mUssen. Die in a gelegenen 
Projektionen g^ nnd A, von g nnd h sind parallel zu SB 
bezw. 5 C. Der Abstand der Projektion g^ bezw. A, von 
der Geraden SB bezw, SC läfst eich ermitteln als Kathete 
eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Winkel B bezw, V 
die andere Kathete von der Länge d als Gegenseite hat. 
Hiemach ist der weitere Verlauf der Konstraktion 
evident. Man macht auf SB bezw. SC die Strecken EL 
bezw. FM gleich d, wo d eine ganz beliebige Länge haben 
kann, zieht durch L bezw. M die Parallelen zn EJ' bezw. 
FK', welche EG' bezw. FH' in G bezw. H achoeiden. 




Die durch G imd R zn SB beiw. 5 C gezogenen Parallelen 
sind dann die Projektionen g^ und A^ der Geraden g und K 
Ihr Schnittpunkt A^ ist die Projektion eines Punktes der 
dritten Kante; ^ BSA^ und ^ CS.d, sind die Projektionen 
der beiden Kantenwinkel y nnd ß, deren wahre Gröfse 
wieder durch die bekannte Umlegung um 55 bezw. CS 
geüinden wird, was in Fig. 159 noch ausgeführt ist, aber 
einer weiteren Erläuterung nicht bedarf. 

Mit Benutzung der Polarecke ist die vorstehende Auf- 
gabe wie folgt zu leisen: durch q, B, V sind der Flächen- 
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Winkel A' sowie die Kantenwinkel ^ und y' der Polareeke 
dnrcb die Relationen bestimmt: 



A'^2Ä- 



C^2Ä- 



-B; / = 2Ä— r. 

Demnach Hegt fUr die Polareeke die Aufgabe (2) dra 
vorigen Paragraphen vor, 

5. Gegeben: a, A, B. 

Bei dieser Aufgabe wählt man zweckmäfsiger Weise 
die Ebene des einen der beiden unbekannten Kantenwinkel, 
z. B, f, als Zeichenebene. (Fig. 160). Man zieht die 
Kante SB und trägt daran den Winkel CSB^^a an. 
Diesen Winkel a denkt man sieh nm SB so lange gedreht, 




bis seine Ebene mit der Zeiehenehene y den gegebenen 
Flächenwinkel B einschUefat. Zu dem Zweck zieht man 
ED senkrecht zu SB, trägt an ß'i> in i> den Winkel 
E'I>F=^2E—B an, wobei DF^DE und F die Üm- 
legnng des zu E gehörigen Raumpunktes E in die Zeichen- 
ebene ist. Die zu E gehörige Projektion auf die Ebene y 
ist der Fufspunkt G des von F a-uf E D gefällten Lotes. 
Die Gerade SG ist die Projektion der Schnittgeraden der 
Kaotenwinkel et und ß. Die in der Zeichenebene gelegene 
dritte Kante SA des Dreikants ergiebt sich dadurch, dafs 
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durch die Sohnittlime von a nnd ß eine Ebene gelegt wird, 
die mit der Zeichenebene y den gegebenen Flfichenwinkel 
A einscbliefst. Denkt man aieh seotüecbt so der gesachtea 
Geraden SA einen durch EQ gehenden ebenen Schnitt 
gelegt, so wird die Kante >S ^ in einem Punkte H getroffen, 
dessen Entfernung von 6 sich als Ea&ete eines recht- 
winkligen Dreiecks bestimmt, in welchem die andere 
Kathete EG {^FG) den gegebenen Fläehenwinkel A als 
Gegenwinkel hat. 

Der weitere Verlauf der Konstruktion ist daher der 
folgende: Man trägt an der durch F za E G gezogenen 
Parteien in F den Winkel K FL ^ A an, dessen zweiter 
Schenkel die Verlängerung von N G ia J trifft. An den 
am G mit GJ gezeichneten Kreis werden von S aus die 
Taugenten SA und SA gezogen, deren Bertlhrangepnnkte 
H und H sind. Ist A < B, wie es in Fig. 160 ange- 
nommen ist, so sind beide Tangenten brauchbar, jedoch 
von SA nur der stark ausgezogene Teil. SH würde zu- 
sammen mit SB und <SC ein Dreikant bestimmen, welches 
wohl den gegebenen Kantenwinkel a sowie den gegebenen 
Fläohenwi^el A besitzt, aber statt des gegebenen FUchen- 
. Winkels B desBen Supplement (21t — B) enttilüt. Ist A ;> B, 
80 ist aas analogem Grunde nnr die eine Tangente an den 
KietB nm G brauchbar, nnd zwar diejenige, welche nicht 
in den Winkelranm BSC fällt. 

Bei dem in Fig. 160 dargestellten Fall ergeben sich 
demnach zwei brauchbare Kantenwinkel y = ^BSA nnd 
;'=^.B5^und dementsprechend auch zwei brauchbare 
Kantenwinkel ß und ß, deren Projektionen ß' = ^CSA 
aaä ß" = ^ CSÄ sind. 

Mit Hülfe des Polardreikants, tür welches durch or, A, B, 
der Fl&chenwinkel A' =2R — a, ferner die Kantenwinkel 
«' = 2 Ä — A und ß^ = 2 Ä — B bekannt sind, kann die 
vorliegende Aafgabe in der Weise gelöst werden, dafs man 
das Polardreikant zunächst nach der fUr die Aufgabe (3) 
des vorigen Paragraphen mitgeteilten Methode konstruiert 
und dann die fehlenden Stücke des zu zeichnenden Drei- 
kants als Supplemente der zugehörigen Stttcke der Polar- 
ecke entnimmt. 
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6. Gegeben: A, B, T. 

Diese Aufgabe, tüx welche es ebeufaUs eine direkte, 
aber nieht ein&cbe LSsiiDg giebt, wollen wir der Einfach- 
heit halber mit Benntzong der Polareoke lösen. Die ge- 
^benen Flächenwinkel A, B, f des zn zeicbn^iden Drei- 
kanta bratimmen direkt die Kantenwinkel der Folareeke: 
a' = 2Ä — A, /r=2Ä— B, y' = 2R-—r. 

Die Folareeke ist daher, weil für sie die Aufgabe (1) 
des vorigen Paragraphen vorliegt, koustmierbar. Bestimmt 
man dann ihre Flächenwinkel, so sind damit die Supplemente 
der Kanteowinkel des gesuchten Dreikante ermittelt. 



% 48. Herleitnng der schiefen Parallelprojektion 
eines Yielflaclia ans der geraden Parallelprojektion. 

Wird ein Dreikant durch eine beliebige Ebene geschDitten, 
die nicht durch seinen Scheitel geht, so begrenzen die vier 
Ebenen ein sog. Vierflacb, wie es in Fig. 161 (f. S.) znnSchst 
in gerader Fa»lIelprojektion dargestellt ist A,,-B^, C,, S^ 
sind die Horizontalprojektioneu, A^, B^, C^, S^ die Vertikal- 
projektionen der Tier Eckpunkte A, B, C, S. Selbstrer- 
ständlich ist dabei der Pnnkt S so gew&hlt, dafs er nicht 
in der durch die drei Eckpunkte A, B, C bestimmten Ebene 
liegt 

Da uns hier ein Etirper in gerader Parallelprojektion 
dargestellt entgegentritt, so wollen wir sofort die Oelegenheit 
benutzen, um an dem Beispiel des Vierflachs zu zeigen, 
wie in leichter Weise der Übergang von der geraden Pro- 
jektion znr schiefen Parallelprojektion eines Eöipers toIU 
zogen werden k£uin. Die hieranf abzielende Betrachtung 
gilt ganz allgemein; auch ist ea völlig irrelevant, daCs wir 
sie an dem Sonderfalle eines ebenflKctug begrenzten EOrpers 
dnrcbftlhren. 

Denken wir uns zunächst die Grundrifsebene 11^ nm die 
Achse OX am 90" nach aufwärts gedreht, so liegt z. B. die 
Ecke A des Vierflachs im Abstände A^ A^ senkrecht ttber 
dem Punkte .d, der Horizontalebene, der seinerseits von der 
Vertikaiebene den senkrechten Abstand A^ A. hat Wir 
werden daher die schiefe Parallelprojektion A' des Eck- 



172 



Die Parollelprojektioii 



punkts A erhalten, wenn wir den Linienzug -4^ A^ A , der 
ane der znr Bildebene senkrechten Strecke A^ A^ und der 
zur Bildebene parallelen vertikalen Strecke A^ A znsaromen- 
gesetzt ist, in schiefer Parallelprojektion abbilden, wobei, 
was nebenher nochmals erwähnt @ein mag, die ßildebene 
immer die vertikal gehaltene Zeichenebene ist. Den früheren 




ng. lei. 

Festsetziuigen gemäfs (§ 8) ist die schiefe Parallelprojektion 
einer zur Bildebene senkrechteo Strecke eine nnter v =^ 45* 
gegen die Horizontalriclitnng der Projektionsebene geneigte 
Strecke von halber Länge, während jede zur Bildebene 
parallele Strecke als schiefe Parallelprojektion eine Strecke 
von gleicher Eicbtnng nnd gleicher Länge bat (§ 5). Die 
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Abbildnng von A^A, iat daher die unter 45'* gegen OX 
gezogene Strecke A^ A^' = ^A^ A^, die Äbblldting von A^ A 
die senkrecht zu OX gezogene Strecke A^ A' von der 
Länge -d, A' = A„ A^. 

In gleicher Weise kOnnen die Abbildnngen B', C, S' 
der anderen Endpunkte gefunden werden. Eine Vereinfachung 
ergiebt sich noch, wenn man beachtet, dafs die Verbindungs- 
linien A^Aj', Bj^B,', CjC,', S,Sj' aämtlich parallel sind. 
Deshalb kann man, nachdem der Funkt A^ bestimmt ist, 
die anderen Punkte B^', C^', S' auch in der Weise er- 
halten, dafs man erstens durch S , C,, S^ die Parallelen zu 
A^ Aj' zieht, welche die durch B^, C^, Sp zu A^ A, gezogenen 
Parallelen in -B,', C/, S,' treffen; dareh -B,', C,', S,' 
werden sodann die Senkrechten zn OX gezogen, welche 
endlich von den durch B^, C^, S, zu A^A' gezogeneu 
Parallelen in den gesuchten Punkten B, <f, S geschnitten 
werden. Die schiefen Parallelprojektionen der Kanten der 
des Vierflacha ergeben eich durch Verbindung der Pro- 
jektionen je zweier Eckpunkte, 



§ 49. Darstellung der wichtigsten ebenflächigen 
Körper in Parallelprojektion. 

Indem wir uns zu der zeicbneriBchen DarsteUnng der 
wichtigsten ebenfläcbig begrenzten Körperformen wenden, 
eetzen wir beim Leser die Bekanntschaft mit ihrer Ent- 
£tehungsweise und ihren Eigenschaften voraus. 

In Fig. 162 ist ein beliebiges fUnfseitiges schiefes 
Prisma dargestellt. Zu beachten ist dabei der Umstand, 
dafs von den Punkten des Aufrisses A^ -^a '-a -^a ^s der 
ebenen Grundöäehe nur drei, z. B. B^, C^, D^ beliebig an- 
genommen werden dürfen, sobald der Grundrifs A^ B^ C^ JD^ E^ 
der betreifenden Endfläche definitiv festgelegt ist. (§ 29 
S. 106). Die Projektionen der Seitenkanten müssen sowohl im 
Ginndrifs wie im Aufi-ifs unter sich parallel und gleich lang 
«ein; die Richtung und Länge der Horizontalprojektiouen 
der Seitenkanten braucht aber keineswegs mit der Bicbtnng 
nnd Länge ihrer Vertikalprojektionen übereinzustimmen. 

Wichtig ist es, dafs sich der Zeichner bei der Dar- 
stellung jedes körperlichen Gebildes genau vorzustellen ver- 
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mag, welche Punkte, Kanten und Flehen im 6rtindri&- 
bezTC. AufiriTsbilde nicht sichtbar sind und demnach dareb 
darQber bezw. davor liegende Teile des Gebildes verdeckt 
werden. Offenbar ist im Ornndrifsbilde nnr alles 
das sichtbar, was zwischen der vordersten und 
hintersten Kante auf der Oberseite des betreffen- 
den KSrpers liegt, während im Anfrifsbitde nur 
diejenigen Teile sichtbar sind, welche zwischen 




der höchsten and tiefsten Kante auf der Vorder- 
seite des Körpers gelegen sind. Bei dem in Fig. 162: 
dargestellten Prisma ist EE die vorderst«, OC die hinterste 
Kante; da das Prisma von der Grundfläche ABCDE ans, 
wie aus dem Grundrifs und Äufrifs hervorgeht, schräg nach 
vom rechts oben geht, so gehören die Kanten CD und DE 
der Grundfläche zur Unterseite des KOrpers und sind daher 
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ebenso wie die Kante Z>i7' im GrandrifB als nicht üchtbiv 
zn pimktiereD. Der Aufinfs zeigt, dafs EE die tiefte und 
CC die höchste EOrperkante ist. Ans der Lage des Pria- 
mas im Baum folgt, dats der Punkt I> der Backseite des 
Körpers angehört; demnach sind CD, ED, DD' in diesem 
Falle zugleich als Kanten der Rückseite des Prismas im 
AaMfebilde nicht sichtbar und deshalb punktiert darzostellen. 
Daa Prisma und ebenso die Pyramide sind Spezial- 
formen einer allgemeineren KQrperart, nämlich des „Prisma« 
toids". Ein Prismatoid hat zwei in parallelen Ebenen 



J* 


». 


«. 








4 / 


\ 




// 


i/l 


\ 




T jJ Ml 


1 w 

1 1 


p| 


a_ 


_£ 


^ 


^ 


^ 


<i 





gelegene Vielecke, etwa ein p-Eek und ein g-Eck, als 
Endflächen. Die Seitenflächen sind im Allgemeinen lauter 
Dreiecke, und zwar sind deren, falls nicht die Ebenen be- 
nachbarter Dreiecke in eine Ebene zusanunen allen im 
ganzen (p -|- 5) Torhanden. Fig. 163 a stellt ein Prismatoid 
dar, dessen untere Endfläche das in der Horizontalebene H^ 
gelegene Viereck A^ 5, C, i>, ist; die obere Endfläche ist 
das Dreieck EFG, dessen zweite Projektion wegen der 
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parallelen Lage von EFG zu n^ durch die za OX parallele 
gerade Linie E^ F^ G^ dargestellt ist. Im Ganzen Bind, 
wie ein Blick auf den Grundrifs zeigt, sieben Seitendreiecke 




TorbandeD. Fig. 163 b reranscbaulicbt da^elbe Frismatoid 
in schiefer Parallelprojektion. 
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§ -49. Daratellnng der wiahtigsten ebeDfl&chigen EOrper etc. 17? 

Wählt man za EDdfläehen des PrlBmatoids zwei solebe 
Vielecke von gleicher Eckenzahl, bei denen die Seiten des 
einen den entsprechenden Seiten des anderen parallel sind, 
so erhält man einen KOrper, der anfaer von jenen beiden 
Endvielecken von lanter Paralleltrapezen be^euzt ist. Diese 
spezielle Prismatoidform heifst ein „Obelisk". In Flg. 164a 
ond b ist ein solcher Obelisk dargestellt, der mit seiner 
fünfeckigen Basis auf der Horizontiäebene steht Derselbe 
ist von zwei Fünfecken nnd fünf Paralleltrapezen begrenzt. 




Em Obelisk mit kongruenten Endflächen ist ein „Prisma". 

Die Endflächen eines Prismatoids brauchen indessen nicht 
notwendig Vielecke im gewöhnlichen Sinne des Wortes, 
d. h. mindestens Dreiecke zn sein. Sie können anch ent- 
weder beide oder eine von ihnen zn Strecken oder Strecken- 
Systemen znBammenscbnmipfeu. 

Wird als nntere Endfläche beispielsweise ein y - Eck, 
Als obere Endfignr aber ein System von q Strecken gewählt, 
die alle von demselben Funkte aasgehen, so kann man 
einen Körper herstellen, der von dem genannten p - Eck 
nnd (p -)- 2 g) Seitendreieeken begrenzt wird. Die q Strecken 
des oberen Streekensystems treten bei einem solchen 
KGrper als scharfe Schneiden auf. Der Körper heifst ein 
„^-schneidiger Sphenisk", 

Die Fig. 165a und b stellt einen „einschneidigen 
Sphenisken" dar, dessen nntere Endfläche das in der Ebene 

SghrSd«[, D*ritel]«aleQ»io<tri«. 12 
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77, gelegene Dreieck ABC ist, und dessen obere Endfignr 
die eine Sfrecke DE 'wt Die Betrachtung des GrUDd- 




risses läTst ftlnf Seitendreiecke erkennen. Am oberen Ende 
hat der EOrper die eine Sohneide DE. 
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§ 49. DorBtelluiig der wiohtigaten ebenflächigen EOrper etc. 17g 

Ein dreisohneidiger Sphesisk ist zur Darstellimg 
gebracht in Fig. 166 a aaiA b. A!s Gnindfläehe ist wieder 




ein Dreieck der Horizontalebene angenommen, nämlicb 
A^ B^ C^ j die obere Endfignr bilden die von dem Punkte 
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G aoflgehenden Strecken GD, GE uud GF. Im Ganzen 
sind nenn Seitendreiecke and diei obere Schneiden Tor- 
handen. Ad den Kanten GA, GB und GC besitzt der 
EOiper einspringende Winkel. 

' Der Fall, dafs snoh die untere Begrenzungefläehe in 
ein StreekeiiBystem ausartet, ist fUr nnaere Zwecke belanglos 
und soll daher nicht weiter berhcksichtigt werden. 

Reduziert sich die eine Endfläche des Prismatoids anf 
einen Funkt, so erhält man die „Pyramide." 
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IV. AlMOluiitt. 

Die fünf regelmflüsigen Vielflache. 

§ 50. Vorbemerknngen über ÄDzahl und Art der 
regelm&rsigen Vielflaehe. 

Ein Vielflach ist regelmärsig, wenn seine sämt- 
lichen Begrenzangsfläeben kongmeote regelmäfsige 
Vielecke sind. Bei jedem regebuSfsigen Vielflaoh sind sämt- 
liche Fläohenwinkel einander gleich, and anfeerdem sind alle 
an dem Vielflach auftretenden körperlichen Ecken kongment. 

Die Zahl der regelmälsigen Vielflaehe ist zu er- 
mitteln aus der doppelten Bedingung, dafs erstens die Summe 
der in einer £k:ke zusammenstofsenden Kantenwinkel stets 
kleiner als 4A sein mnfs, and dafs zweitens in jeder Ecke 
mindestens drei Eantenwinkel zusammeustofsen mttssen. Ilier- 
ans folgt, dafs als BegrenzHngsflächenregelm&fsiger Vielflache 
nur gleichseitige Dreiecke, Quadrate und regel- 
mäfsige FQnfeoke auftreten kOnnen. 

Von gleichseitigen Dreiecken sind begrenzt : Das Vier- 
flach (Tetraeder), das Achtflach (OktaMer) und das 
Zwanzigflach (Q:o8a6der), von Quadraten das Sechsflach 
(Würfel oder HexaSder), von regelmäfsigen Fünfecken das 
Zwo If fl ac h (Pentagondodekaßder). Die nachstehende Tabelle 
enthält die Angaben über Eckenzahl e, Flächenzahl / uud 
Eantenzahi k dieser ftlnf regelmäfsigen Vielflache : 
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Jedes dieser regelmäTsi^ii Yielflache besitzt einen sog. 
Mittelpunkt. Derselbe hat erstens gleiche Abstände von 
aUen Kcken, zweitens gleiche Abstände von allen Kanten 
nnd drittens gleiche Abstände von allen Fläßhen des Viel- 
flachs. Folglich ist dieser Pnnkt sowohl der Mittelpunkt 
der doroh alle Ecken des Vielflaohs gehenden Kngel (Um- 
kngel) wie auch Mittelpunkt der alle Flächen des Vielflachs 
bertüirenden Kugel (Inkngel). Das Vielflaeh liegt Tolls^ndig 
zwischen der Umkngel und Inkugel. 

Die Mittelpunkte der Flächen eines regelmäfsigen 
Vielflachs bestimmen wieder ein regelmsrsiges Vielflach, 
welches dem ursprOngliohen Vielflach volletändig eingeschrieben 
ist. Auf diese Weise läfst sieh dem Vierflach ein Vierflaeh, 
dem Sechsflach ein Achtflach, dem Achtflach ein Sechsflach, 
dem ZwOUflach ein Zwanzigflach, und dem Zwanzigflach ein 
ZwOlfflaeh einzeichnen. 

Die Mittelpunkte der Kanten bestiomien im All- 
gemeinen nicht wieder ein regelmft&iges Vielflach; nur das 
Vierflach macht in dieser fieziehnng eine Ausnahme, insofern 
die Mittelpunkte der Kanten die Ecken eines dem Vierflach 
eingeschriebenen Achtflachs sind. 

Zu jedem regelmässigen Vielflach (wie überhaupt zu 
jedem beliebigen Vielflaeh) kann ein sog. Netz konstruiert 
werden. Man stellt dasselbe her, indem man in der Zeichen- 
ebene jede BegrenzODgefläohe an eine Nachbarfläcbe mit 
der gemeinsamen Kante so anhibigt, dafs eine doppelte 
Überdeekang irgend welcher Teile der Zeichenebene ver- 
mieden wird. 

In den folgenden Paragraphen soll die genaue Konstruktion 
der fünf regelmäfcigen Vielflache erUlutert werden. 



§ 51. Darstellnng des Yierflachs. — Ableitnng der 

allgemeinen Stellung dnrch Drehung nin horizontale 

und vertikale Achsen. 

Der Grundrifs eines Vierflachs, welches mit einer 
Fläche anf der Horizontalebene ruht, läfst sich, wie folgt, 
ans dem Netze des Vierflaehs gewinnen. Es wird zunächst 
die Grundfläche, nämlich das gleichseitige Dreieck A^ B, C^ 
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(Fig. 167), gezeichnet, und dann duran «mtolsend jede der 
drei in die Horizoatalebene umgelegten Seitenflachen^jöjS),, 
£j C, S)j, C, A, 3), angeregt. Werden nnn diese drei Seiten- 
flächen um die Geraden A, B^ , B^Cf, C^-A^ soweit aufwärts 
gedreht, bis die drei Punkte ^j , ®j , ©, in einen Fnnkt D, 
nämlich die vierte Ecke des 
Vierflaoha zasammenfallen, i^ 
«0 beschreibt z. B. der 
Puikt 'S)^ einen Kreisbogen, 
dessen Ebene zn B^ C^ senk- 
recht ist nnd dessen Radios 
der senkrechte Abstand 
% E von S,C, ist. Folg- 
lien mnfs die Projekdon des 
Ponktes ^^ immer aof den 
Geraden ^, E Hegen. Ganz 
entsprechend mnTs die Pro- 
jektion von 3), anf der zu 
A^ C, senkrechten Geraden 
3)( F liegen, so dafe die Projektion D^ der vierten Ecke ß 
des Vierfiachs*) in den Schnittpunkt von S), £ und 1), F 
fallen muTs. Durch i>, muTs auch die zn .4, £, Senkrechte 
S)g G gehen. -^A, B^ J}^ und C^/^j sind die Projektionen 
der nicht in der Projektionsebene gelegenen Kanten des 
Vierflachs. 

Die gerade Projektion eines Vierflachs auf eine seiner 
Begrenznngsflächen ist demnach die von ihrem Mittelpunkte 
aus durch die Verbindungslinien nach den Ecken in drei 
kongruente Dreiecke geteUte Begrenzungsfläche selbst. 

In Fig. 168 a ist die Projektion A^Bj^C^B^ eines 
mit einer Fläche anf der Horizontalebene n^ stehenden 
Vierflaohs fUi den Fall gezeichnet, dafs keine der Gnmd- 
kanten zn der Achse X par^el oder senkrecht ist 
Im AuMTs mttssen dann die Projektionen A^B^, B^ C, und 
C,A^ der drei Grnudkanten in die Achse OX fallen. Die 
zweite Projektion D^ der vierten Ecke B Hegt senkrecht 
über D, in dem Abstände B^ß^ von OX, welcher gleich 
der Höhe B^B des Vierflacha ist. Die Höhe B^B aber 
iflt die zweite Kathete des rechtwinkligen Dreiecks Ä^ B^ B, 



*) In Fig. 167 muTa atktt D die Bezeichnime: Di steben. 
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desaen eine Kathete die bekumte Strecke A^ D imd dessen 
Hypoteoase die Vierfiaabkaote A^ D ist. In der Zeichenebene 
eriikh man die VierflaohhShe am einfactisten, wenn man das 
in D^ auf A^ D^ errichtete Lot im Funkte ^ mit dem um 
A^ mit A^ C^ gezeichneten Kreise schneidet. 

Im Gmndxils sind sämtliche sechs Kanten toU ane- 
gezogen, da sie, ron oben gesehen, sämtlich sichtbar sind; 
im An&iTs dagegen mnfste 1>, B^ ^ ron vom nicht sichtbv 
punktiert wärden. An der im Fig. 168 a gezeichneten 
Stellnng des Vierflache ist eigentttmlicfa, dare im Aoüifs 
die Projektionen A^B^^ -^s '^s. *^s-^s ^^ Kanten, die am 




Vierflaeh selbst dnrchaos nicht zusammenfallen, in derselben 
Geraden liegen. Ein derartiges ZusammenfallenTonProjektionen 
Tersohiedener Kanten in dieselbe Gerade kann nnr dann 
eintreten, wenn mehrere Kanten des Vierflachs die gleiche 
projizierende Ebene besitzen. 

Jede Stellung eines Gebildes, bei welcher ein solches 
Zosammenfallen von Projektionen in dieselbe Gerade statt- 
findet, wollen wir eine ,, besondere Stellnng" nennen; 
jede Stellung, bei welcher ein solches Znsammenifallen nicht 
'Statthat, bezeichnen wir als „allgemeine Stellnng." 

Wir zeigen sogleich bei dieser Grelegenheit, wie sich 
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auf einfache Weise die allgemeine Stellung ans einer be- 
sonderen Stellung herleiten läfst. Man hat zu dem Zweck 
die Stellni^ des darzustellenden Gebildes eo zu verändern,. 
da& keine zwei der anzuwendenden ProjektionBebeneD mehr 
zusammenfallen. Das erreicht man stets durch einige 
geeignete Drehungen des Gebildes um horizontale 
nnd vertikale Drehungsachsen. 

Es sei in Fig. 168 a durch den Punkt C^ der Vierflach- 
grundflSobe die zu //, und daher auch tu OX senkrechte 
Drehungsachse C^ C, gelegt. Jeder Funkt des Vierflachs 
hat von C^ C, je einen bestimmten senkrechten und dem- 
nach zu //, parallelen Abstand. Jeder dieser Abstände ist 
gegen die Horizontalebene U^ unter je einem bestimmten 
Winkel gaieigt. Bei der Projektion auf die Vertikalebene 
/Ig projizieren sich sowohl die Abstände selbst wie ancfa 
ihre Neigungswinkel gegen /7, in wahrer GrOfse. Fttr den 
Eckponkt A des Vieilachs ist der betreffende Abstand von 
Cj C„ gleich A,C^ ; der zugehörige Neigungswinkel gegen 
11^ ist gleich Null, da der genannte Abstand in 77, selbst 
liegt. Für die Ecke B ist der entsprechende Abstand durch 
■Öj C, gegeben, und der Neigungswinkel ist wiederum NuU^ 
Für D ist der Abstand gleich B^ C^ und der Neigungs- 
winkel gegen //, gleich dem Winkel D^C^D^. Wird nun 
das ganze Vierflach um C, C^ so gedreht, dafs z. B. der 
Neigungswinkel des znm Punkte A gehörigen Abstandes 
um einen bestimmten Betrag a vergröfsert wird, so ver- 
größern sich gleichzeitig die Neigungswinkel der zu allen 
anderen Vierflachpnnkten gehörigen Abstände um dens^ben 
Betrag, während die Abstände selbst nach wie vor zu 77, 
parallel bleiben und bei erneuter Projektion auf 77, wiederum 
in wahrer Länge projiziert erscheinen. Im Falle einer so 
eingerichteten Drehung des Vierfiachs wollen wir sagen: 
„Das ganze VierHach ist um die horizontale 
Drehungsachse C^ C^ um den Winkel a gedreht 
worden." Bei einer solchen Drehung ändert aber audi 
kein Punkt des Vierflaebs seinen senkrechten Abstand von 
der Vertikalebene 77,, da alle Punkte des Vierflaebs sieb 
in Parallelebenen zu 77, bewegen. 

Denken wir uns noch das Vierfach nach der Drehung 
um die horizontale Achse so verschoben, dafs jeder seiner 
Punkte seine durch die Drehung erhaltenen Abstände von. 
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n^ and iT, behält, so kommt der Funkt C in einen Punkt 
C der HoriKODtalebene, dessen ÄuMTs C^' auf der Achse lieg^. 
Ftlr die nene Lage des Vierflaehs erhält man nun zunächst 
den Anfrifs, wenn man durch den Achsenpnukt C^' (Fig. 168b 
S. 184) unter dem Winkel a die Strecke Ä^'C^'^A^C^ 
zieht, eodaim auf -A.^' C^' die Strecke B^'C^'^B^C, ab- 
trägt, endlich noch unter dem Winkel (a -f -;; ^spt -^o) ^*« 
Strecke C^'D^' = C^D^ zeichnet und D^' mit 5,' und -4,' 
verbindet. Dann iet, wie Bofort einleuchtet, der nene Auf- 
fils dem orsprUnglichen Anfnfs in Fig. 168a kongruent 
Der letztere ist eben nur nach Verschiebung bis zum Achaea- 
punkt C^' um diesen Punkt um den genannten Winkel a 
gedreht worden. Die zagehSrigen Grnndrirspankte liegen 
«rstens auf den dnrch Ä^', B,', C^% D^' za OX gezogenen 
Senkrechten, zweitens auf den durch A^, B^, Uj, ^^ zu 
OX gezogenen Parallelen. 

Aas Fig. 168 h geht hervor, dafs der neue GnindrifB 
A^' B^' C^'D^', in welchem B^' C^' als von oben her nicht 
sichtbar pointiert ist, nicht mehr die regelmäfsige Gestalt 
besitzt wie der Grundrifs .4, S, C, D^ in Fig. 168 a. Um auch 
den ÄuMfs in noch allgemeinerer Form zu erhalten, wird 
jetzt das ganze Vierflaeh um eine durch den Ekikpunkt C 
gelegte vertikale Achse um einen gewissen Winkel ß gedreht. 
Durch den soeben ansgeftthrten ganz analoge Betrachtungen 
erkennt man, dafs während dieser zweiten Drehung die 
Abstände aller VierSachpunkte von der vertikalen Drehnngs- 
achse zu 77^ parallel bleiben und daher immer ihnen selbst 
gleiche Horizontalprojektionen besitzen. Andererseits ändert 
kein Punkt des Vierflaehs während der Drehung seinen Ab- 
stand von Ily Die Neigungewinkel der Abstände von der 
vertikalen Drehuigeachse gegen i7, ändern sich sämtlich 
in demselben Sinne um den Winkel ß. 

Aus alledem folgt, dafs der Grundrifs des Vierflachs 
sich bei dieser zweiten Drehung ttbeihfiopt nicht ändert. Man 
zeichnet daher in Fig. 168c (S. 184) zunächst den Grundrifs 
Ä" B^'C^'Dj" in beliebiger anderer Lage kongruent mit 
A^'B^'Cj'Bj' ah und bestimmt dann den zagehörigen Auf- 
rifs, indem man erstens durch A^", B", C^", D," die Senk- 
rechten zu OX und zweitens durch A,', B^', C,', D,' die 
Parallelen za OX zieht. In dem so entstehenden Aufrifo 
A^"B^"C^"D^" fallen dann nicht mehr die Projektionea 
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irgend zweier Kanten des Vierflachs znsammen. Sowohl 
der Ornndrifs wie der Anfrifs bieten jetet den Eindraok 
eines körperlichen Gebildes dar. 

Kommt man, wenn die ÄnfangsstellaDg noch mehr 
spezialisiert angenommen ist, als es luer der Fall war, mit 
zwei Drehni^en nicht ans, so mnfs man deren drei anwenden. 
Dabei ist es belanglos, ob man mit einer Drehnog nm euie 
horizontale oder nm eine vertikale Achse be^nnt. 

Das im Vorstehenden ftlr das Vierflach als Beispiel 
durchgeführte Verfahren gilt ftlr jedes beliebige ränmliohe 
Gebilde. 




Zum ScbluFs sei noch mittels schiefer Parallelprojektion 
in Fig. 169, das Vierflach AB CD mit dem ihm ein- 
geschriebenen Vierflaeh A' B' C D" , dessen Ecken in den 
Mittelpunkten der Seitenflächen von A BC D liegen, dar- 
gesteUt. Fig. 170 bringt das dem Vierflaeh AB CD ein- 
geschriebene Achtflach, dessen Ecken die Kantenmittelpunkte 
von AB CD sind, zur Anschauung. 



§ 52. Dae Sechsflach und das Achtflach. 

Der Grundrifs eines auf der Horizontalebene 77^ mit 
einer Seitenfläche aufliegenden Seehsfiachs ist ein Quadrat 
A^ Bfii Dj^, der dazu gehörige Anfrifs ein von zwei Vertikalen 
durchsetztes Rechteck A^ B^ C, D. , wenn keine zwei der zu 
den vertikalen Seitenkanten gehörigen projizierenden Ebenen 
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znsammenf&Den (Fig. 17] a). Im Gnmdrirs deckt die Pro- 
jektion der oberen Begrenznngaflllclie E.F^G^H^ sieh mit 
derjenigen der unteren. Fig. 171b imd c stellen wieder 
die Ableitnng der allgemeinen Stellong dar. Fig. 171b 
iBt entstanden durch BenutKimg einer durch C, gehenden 
horizontalen Drehungsachse, Fig. 171 e dnrch Verwendung' 
einer durch C\' gelegten Tertikaien DrehnDgeachae. 

In der allgemeinen Stellung erscheinen die Umrisse des 
Aufrisses und Grundrisses als Sechsecke. 




Das aus 6 Quadraten bestehende Netz des Seobsflachs^ 
wie es Fig. 172 darstellt, ist in der Weise entstanden, dafs 
wir uns das auf der Fläche AB CD ruhende Seohsflacb 
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längs des Kantenzuges DCG HE AB F aofgesofanittea denken 
und noB sämtliofae Begrenzuugsfläohen in die Ebene der 
Fläche AB CD niederlegen. 

In Fig. 173 ist schliefslioh das Secliaflacb mit dem ihm 
«ingesohriebenen Aohtflaoli, welches die Mitten der WUrfel- 
flächen zu E^en hat, in schiefer Parallelprojektion dar- 
gestellt. 

Fflr die Daratellung des Achtflachs ist es natzlich, 
zu beachten, dafs das Achtäaeh auffafsbar ist als YerMudong 
zweier mit ihren qaadiatiBchen Grandflächen an einander 
gefllgten kongmenten regelmäTsigen vierseitigen Fjramidea. 
Das ebene Netz eines solchen halben AobtSachs ist ein 
Quadrat, Aber dessen Seiten je ein gleichseitiges Dreieck 
konstruiert ist (Fig. 174). 
Ist die Grundfläche des halben 
Achtflachs der Horizontal- 
ebene n^ parallel, so besitzt 
sie als GnindriTs ein ihr kon- 
gruentes Quadrat B C^ D^ E^. 
Den Grundrifs F^ der Spitze 
FAer quadratischen Pyramide 
erhält man, wenn die gleich- 
seitigen Dreiecke des Netzes 
um die vier Quadrateeiten 
soweit in die Hohe gedreht 
werden, bis die Ekikpunkte 
Si' 5«' Sg' 5* ™ einen Pnnkt ^ „4, 

7iiBammeDfälen. Es be- 
schreibt hierbei jeder der Punkte 5^, %^, Jai S* einen 
Ereis, dessen Ebene zu der betrefTenden Quadratseite 
senkrecht ist. FUr jede Lage mnfs daher z. B. die erste 
Projektion von %^ anf der Mittelsenkrechten von B^ Cj liefen, 
Das Entsprechende gilt von den Funkten g,, g„ ^^^ so dals 
die Horizontalprojektion der Spitze F des halben Aobtflaehs 
im Schnittpunkte der Mittelsenkreehteh der Quadratseites, 
also im Schnittpunkt F^ der Diagonalen des Quadrats liegf. 

Der Grundrifs eines halben Achtöachs mit horizontaler 
Grundfläche ist daher das durch die Diagonalen getdlje 
Gmndflächenquadrat. 

Die Höbe des halben Achtflachs ist die zweite Kathete 
eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse die Aebt- 

r.,,i,.. A'OOt^[c 
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flachkante B F und dessen eine Kathete die ProjektioD B^ F\ 
dieser Kante auf il, iat. Dieses rechtwinklige Dreieek ist 
kongrneDt dem gleichscheDklig rechtwinkligen Dreieek 
B^F,C,, 90 dafs also die Htihe des hal)>en Achtflachs- 
gleich der halben Diagonale des Qnadrats Bj^C,D^E^ ist 

Fttgt man an das betrachtete halbe Achtflach nach nnten 
hin die zweite Hälfte des Achtflachs an, so deckt sich deren 
HorizoDtalprojektion mit der bereits gefondenen der erstea 
Hälfte. 

Stellen wir das ganze Aofatflacfa jetzt mit einer Ecke, 
etwa A,, so anf die Horizontalebene 77^, dafs die Körper- 
diagon^e AF auf ^^^ senkrecht steht, ohne dafs aber eine 
der zn //, parallelen Kanten zn n^ parallel ist, so hat der 



Gmndrifs etwa die in Fig. 175 a gezeichnete Lage zur Achse 
OX. Die Pnnkte des zugehörigen Anfrisses liegen wieder 
senkrecht ober denen des Ornndrifaes, und zwar liegt der 
AnMEs A^ der untersten Ecke A anf OX, derjenige, f,, 
der obersten Ecke Firn Abstände A^ F^ = B^ D, senkrecht 
Über A^, die Aufrisse der Übrigen Punkte im halben Ab- 
stände TOn OX. 

Auch für das Achtflach ist in Fig. 175b and c durch 
Benutzung einer horizontalen und einer vertikalen Drehungs- 
achse die allgemeine Stellung zeichnerisch hergeleitet Dabei 
ist das Achtflach in Fig. 175b soweit gedreht, dafs die Kant« 
^(7 in die Horizontalebene /7, fällt. 

r.,,i, .. .A'OOQlC 
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Abb Flg. 175 c geht hervor, dar» der UmrifB de» Acht- 
flachs beim Vorhandensein der allgemeinen Stellung im 
GTrondriTs wie Anfiifs ein Sechseck ist. 

Fig. 17ä stellt das Netz eines Achtflachs dar; der obere 
Teil BCDÄBF liefert beim ZosammenCalten die eine 
Hälfte, der untere Teil 5^ D CS £ die andere Hälfte de» 
Achtflachs. 




Hg. IT«. 



Flg. 177. 



SchliefBÜch atellt Fig. 177 noch das Achtflach oiit dem 
ihm eingeschriebenen Seohsflach, dessen Ecken die Mitten 
der Flachen des Achtflachs sind, in schiefer Parallelprojektion. 
dar. 



§ 53. Das Zwölfflach. 
Das Zwölfflach m&ge mit der Fläche ABCDE so auf 
der Horizontalebene 77, stehen, dafs die vorderste Kante 
DC AßT OX-Achse parallel ist. (Fig. 178). Dann ist da» 
regelmäfsige Fünfeck ABCDE mit eeinem Gmudiifs 
■^1 -^1 ^1 -^i ^ identisch. Um den GrandriDt einer der an- 
grenzenden Elächen des ZwOlf flachs zn finden, denken wir 
ans zunächst zwei derartige Flächen, etwa ÄEPQF wai 
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ABHGF um die Kanten AE bezw. AB in n^ umgelegt. 
Dadurch kommen die genannten Fl&ohen in die Lage 
A^Ej^FQ'P bezw. A^B^H'G'F'. Dreht man nnn diese 
letiteren beiden regelmäfsigen Fünfecke am die Achsen A^ E^ 
bezw. A^^ Sj soweit in die Höhe, bis sie lüngs der Kante 
A F wieder zosammenstorsen, bo bewegt sieh die Projektion 
des Punktes F auf dem von F anf A^ E, getäUten Lote 
F'F^'; ganz entsprechend bewegt sich die f^ojektion des 
Punktes F" auf dem yod F" auf .4, 5, gefällten Lote F"F^". 
Folglich muTs die Horizontalprojektion F^ des Eckpunktes 
F des Zwölfflacha im Schnittpunkte von F' F^' und F" F^" 
liegen, .^i'', ist die Horizontalprojektion der Kante AF 
-des ZwöMachs. 




Die Projektion des Pnnktes Q' bewegt sieh bei der 
Drehung um A E^ auf dem von Q' auf A^ E^ gefällten Lote 
Q" Qn- Die endgültige Lage der Projektion Q, ergiebt sich 
dareiti Beachtung der Thatsache, dafs die parallelen Strecken 
F' F^' und Q' Q^ dasselbe Projektionsyerhältnis (§ 7) be- 
sitzen. Da dieses VerktlrzungsTerhältnis durch das Verhältnis 
F^F^'-.F'F^' gegeben ist, so ist Q^Q^ ganz elementar 
als vierte Proportionale zu F'F^', F^F^' und Q' Q^ kon- 
struierbar. 

Eleganter ist die Ermittelung des Punktes Q, auf folgende 
Weise: Es ist ^ ■E',AA = t -S. ^ f"'" A G' = |Ä und 
demnach ^ G' A^B^ t= ^ R- folglieh lie^n die Punkte 

D..:,1,;....:A'01")1^[C 
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•Ej,Ä^, G' in gerader Linie. Da ferner ^ PA^G' = ^ R 
ist, so ist ^ F' A^ F" = ^ R und demgemäFs wird, da noch 
Ä^F' = A,F" ist, z. F" F'A^ = ^ F" F" A^ = { R. Folg- 
lieli liegen auch die Punkte Q',F,F" and G' in gerader 
Linie; oder: die Verlängerung von Q' F' aber F' geht dnroh 
G'. Da nun bei der Drehung von Q' F' oder, waa dasselbe 
ist, von Q' G' um A^E^ der Punkt G' an seiner Stelle 
bleibt, so kennt man aufser dem Punkte F^ noch den Punkt 
G' der Projektion von Q' F', wodurch die Lage von Q^ F^ 
VÜHig bestimmt ist. Der Pnnkt Q^ ist hiemach der Schnitt- 
punkt von G' Fj mit Q' Q^- Die Projektion P^ von i* liegt 
symmetrisch zu F^ in Bezug anf Q' Q^. Der Grundrifs von 
A^E.P'Q'F' ist somit das Fünfeck A^E^P^Q^F 

In Fig. 179 (£ S.) ist nach dem soeben entwiekelten Ver- 
fahren zunächst derOrundriTs der unterenHälfte desZwülfSachs 
konstruiert. Da die Kanten FQ, QP, PO, .... sämtlich 
gleich lang sind und alle dieselbe Keigung gegen ^^ haben, 
80 haben auch die Projektionen aller dieser Kanten gleiche 

Länge: /*, Q, = Qj ^ = /»^ 0^ = Ferner liegen 

die Punkte F^,Q,,P,,0^ ...^,,iSj sämtlich auf dem 
Kreise mit At^F^ um den Mittelpunkt M, der Grundfläche, 

mitbin ist der Umrifs F^^Q^P^ B^ ö, des Grundriasee 

der unteren Zwölfflachhälfte ein regelmäfsiges Zehneck. 

Im Anfrifs liegen die Punkte A^, B^, C,, i?,, E^ der 
Grundfläche auf der OX-Achse. Der Abstand des Punktes F^ 
von der Achse ist gleich der Strecke F^' F (Fig. 178). Diese 
Strecke ist die eine Kathete des rechtwinkligen Dreiecks 
FjFF^', in welchem die Hypotenuse F^F=F'F^' ist. 
Ff,' F giebt daher den Abstand des Kanmpunktes F von der 
Ebene /7, an. Den gleichen Abstand von X wie F, haben 
die Punkte ir,,K^,Nt,P^. Der Abstand des Pnnkte8_Q, 
von OXeigiebt sich ans dem rechtwinkligen Dreieck Q^QQ^ 
(Fig. 178), wo QiQ=^ Q' Q^ ist. Denselben Abstand von 
OX wie Q, haben die Punkte 0,, i,, /,, (?,. Durch 
elementare Winkelbetrachtnngen ergiebt sich ans Fig. 178, 
dalii F^ A^ auf i>, C^ senkrecht steht; denn es ist 
•cEjA^F^^^R und somit A^ F^ die Verlängerung der 
HalbiemngBlinie von ^ KA, Bj^, welche senkrecht auf D^ C, 
steht Da temer ^^Q^F^A^ = ^E ist, so ist Qi ^i gegen 
die durch D^ C, festgelegte Horizontaliichtnng unter dem 

Sohrldtr, Dinlallwl* Oni»lil>. 13 
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Wiilkel i R geneigt. — In Fig. 179 ist hiernach A^ F^ 
Benkrecht zor OX-Äoh8e; folglich mnfs, da die Ranmatrecke 
AF nicht parallel zn n, ist, die zweite Projektion ^, ^a 
ebenfalls senkrecht auf OX sein. Femer beträgt in Fig. 179- 
die Neigung von Q. F^ gegen OX \R. Da nnn ^ P^ Q^ F^ 
= I Ä, so ist Qj P, unter | R nnd P, 0, nnter 1 R gegen 




die OX-Achse geneigt. Folglich mafs aaeh, da die Zwölf- 
flachkante OP nicht parallel zu i7, ist, ihre zweite Pro- 
jektion Pj 0, senkrecht anf der OX-Aehse sein. Das 
Gleiche gilt von H, ■/, und L^ ü^. 

Von Interesse ist noch die Bestimninng des Abstanden 
des Mittelpunktes M des ganzen Zwölfflachs tod der Horizontal- 
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ebene 77,. In M scbneiden sieh bekanntlich alle in den 
MittelpQnEten der SeitcDfläehen anf diesen emolitete Lote. 
Je zwei solcher Lote liegen in einer Ebene, die zu der ge- 
meinsamen Kante der betreffenden Begrenzimgsflächeu senk- 
recht steht. Sind in Fig. 178 W nnd M" die Mittelpunkte 
zweier benachbarten Begrenzongsfiächen, so sind ihre gleichen 
Abstände M'G^ und M"G^ von A^ B^ unter dem Supplement 
des Winkels QQiQ^ ^^ ^ gegen einander geneigt, wo a 
der Neigungswinkel der Seitenfläche ABBGF gegen die 
Erweiterung der Grundfläche ist. Legt man daher den 
Winkel (2 Ä — a) um M' G^ in die Ebene 77^ um, so kommt 
M" in die Lage M' , während die Lote auf den beiden be- 
trachteten Seitenflächen in die Lagen M' M nnd M" M 
kommen. Die Strecke M' M=^ M" M giebt dann den ge- 
suchten Abstand des ZwöltSachzentmms von 77^ an. 

Nach Konstruktion der Projektionen der unteren Zwölf- 
flaohhälfte (Fig. 179) ergiebt sich die Daretellnng der oberen 
Hälfte unter Beachtung des Umstandes, daFs die obere Hälfte 
des ZwÖlfSachs die symmetrische Wiederholung der am 
180" um die vertikale Mittelachse gedrehten unteren H&lfte in 
Bezug anf die durch den Mittelpunkt M gelegte horizontale 
Ebene ist. 




Fig. ISO zeigt das in einer Ebene ausgebreitete ZwKlf- 
flachnetz. In Flg. 181 ist das Zwölfflach zusammen mit 
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dem eingesehriebeneD Zfraozi^ach, dessen Ecken in den 
Flachenmittelpnnkten des ZwOlffiacbs liegen, in schiefer 
ParallelprojektioD ab^bildet Die Ecken des Zwanzigflachs 




Tig. ISl. 

aind dabei ansnahmsweise durch kleine lateiaische Bnek- 
•taben bezeichnet. 



§ 54. Das Zwanzigflach. 

Das Zwanzigflaeh sei mit der Ecke A so auf die 
HorizoDtalebene II, gestellt, dats die ' VerbiDdongBlinie mit 
dem diametral gegenflberliegendea 
^^ Paukte aaf 11, senkrecht steht. 
Die zeichnerische Darstellung ge- 
staltet sich übersichtlich, wemi 
beachtet wird, dafs das Zwanzig- 
flach sich in eine untere und «bere 
regelmäEsige fUnfseitige Pyramide 
und ein zwischen den beiden 
Pyramiden befindliches Friematoid 
zerlegen läfst. Das letztere hat 
zu Endflächen regelm&l^ige Fünf- 
ecke, TOD denen das eine, von 
oben betrachtet, durch eine Drehung 
ron 180" um die vertikale Mittelachse mit dem anderen 
zur Deckung gebracht werden kann. 




§ 54. Dm Zwansigflftoli. 



197 



In Fig. 182 Bind zwei Flächen BGA' nnd BFA" dea 
Netzes der onteren Pyramide gezeiclinet. Dreht man diese 
beiden Dreiecke nm die Kanten CB bezw. BF, welche 
wegen ihrer Parallelität zu 77^ an Länge mit ihren Pro- 
jektionen Übereinstimmen, soweit abwärts, bis die Kanten 
BA' nnd BA" zneammenfoUen, so mufs die Projektion tob 
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Ä sich immer anf dem von Ä auf C^ B, geföllten Lote 
A' A^ bewegen; die Projektion von A!' befindet sieh stets 
auf der zn B^ i^, gezogenen Senkrechten A" A^^'. Die Pro- 
jektion der untersten Zwanzigäacheeke^ liegt im Bchnittponkte 
J, der beiden Lote A' Ä^ und A" Ä^'. Der GrundnfB der 
unteren Pyramide ist das regelmäfsigo Ftlnfeek S, C, />, £, F^, 
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welches von seinwn Mittelpuokte ^. aus in fttnf gleieh- 
schenklige Dreiecke geteilt ist. Die Hübe dieser Pyramide 
ist gleich der Kathete A^ A emea rechtwinkligen Dreiecks 




Fig. IB4. 

FjA.Ä, dessen Hypotenose gleich der Kante AFt=E.F^ 
des Zwanzigfiachs und dessen andere Kathete gleich dem 
Gmndrifs ^, F^ von A F ist 

Der Grandrifa der oberen Pyramide (Fig. 183 t. S.) ergiebt 
sich aus dem der unteren 
durch Drehung des letzteren 
um 180"; die Eckpunkte 
beider (rrandrisBe bilden 
die Ecken eines regel- 
mäfsigen Zehnecks. Der 
senkrechte Abstand der Auf- 
risae 5, C D, E, F^ und 
G^H^J^K,L^_ der Pyra- 
midengrundfläcfaen ist gleich 
der Höhe des zwischen 
beiden Pyramiden liegenden 
Prismatoids. Diese Höhe 
_ aber ist darstellbar als die 

^ ,55 eine Kathete des auf //, 

senkrecht stehenden recht- 
winkligen Dreiecks ^i.^jfi', dessen Hypotenuse die Zwanzig- 
äschkante £ £' := i>, £^ und dessen andere Kathete die 
Projektion E^K^ tou EK ist In Fig. 183 ist dieses 
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Dreieok E,K^K am Ej K. in U^ omgelegt Ki K ist die 
Frismatoidnöhe und im ÄuMTs gleich B^K^. 

Das Netz des Zwanzigflachs veransohanlicht Fig. 184. 
Die AbbildoDg des Zwanzigäacbs mit dem eingesohriebenen 
ZwOlfflaoh in schiefer Farallelprojektion enthält Fig. 185. 



§ 55. Übongsaiifgaben. 
Es soll gezeichnet werden in gerader and schiefer 
Parallelprojektion : 

1. Ein mit einer zur OX-Achse parallelen Kante auf 
77^ aufliegendes regelmäßiges Vierflach, dessen 
Grundfläche gegen J7j den gegebenen Neigungs- 
winkel V besitzt. 

2. Ein Sechsflach, welches mit einer Fläche auf einer 
durch ihre Spuren gegebenen Ebene E ruht, wenn 
der Grundriü der einen Gmndkante bekannt ist. 

3. Ein Achtflaeh, bei welchem eine Zörperdiagonale 
senkrecht zu //, , eine andere senkrecht zu 77, steht. 
Alsdann ist das Achtflach um eine dnrch die unterste 
Ecke gehende zu 77, senkrechte Achse soweit zn 
drehen, bis die eine der zn 77, parallelen Kanten 
anch zn 77^ parallel wird. Grandrifs und Auüifs 
für diese neue Lage sind zu zeichnen. 

4. Ein Achtflach, dessen eine Begrenzuugsfläche einer 
gegebenen Ebene parallel ist, wenn eine Kante 
jener Begrenzungsfläche durch ihren Gmndrifs und 
einen Punkt des Aulrisses gegeben ist. 

5. Ein ZwOlfflaoh, dessen Grundfläche in 77, liegt, 
wenn eine der Grundkanten zur OX-Achse senk- 
recht steht. Die allgemeinste Stellung ist aus dieser 
Anfangsatellnng durch geeignete Drehungen abzu- 
leiten. 

ö. Ein Zwanzigflach, welches mit einer Begrenznngs- 
fläche auf 77^ ruht, wenn die eine Seite dieser Be- 
grenzungsfläehe mit der X-Achse den Winkel 45" 
bildet. 



:byG0C>^lc 



T. Absobnitt. 

Ebene Durchschnitte Ton Vielflachen. 

§ 56. Durchschnitt eines geraden Prismas. 

Die Ädfgabe dieses Abschnitta lautet ganz allgemein 
aasgedrttckt: 

„Eb sollen die Projektionen und die 
wahre Gestalt des ebenen Durehachnitte» 
eines Vielflaohs dargestellt werden." 

Für die Lösung dieser Aufgabe bieten sich von vom 
herein zwei verschiedene Wege dar. Entweder kann unter- 
encht werden, in welchen Punkten die Kanten des Vielflachs 
die gegebene Ebene treffen, oder es werden die Schnitt- 
linien der BegrenzuDgsflächen des Vielflachs mit der Ebene 
ermittelt. Man hat diese beiden Verfahnmgsweisen auch 
wohl als das ,^antenTerfahren" und das „Flächeo- 
verfahren" unterschieden. Bald empfiehlt sich die An- 
wendung der einen, bald die der anderen Methode; hän% 
ist auch eine Combination beider VerfahruiigsweiBen em- 
pfehlenswert 

Den Gang des Verfahrens illustrieren wir am besten 
an einigen Beispielen. Wir be^nen mit der Darstellnug 
des Durchschnittes eines geraden Prismas. 

In Fig. 186 wird das auf 77^ stehende fUnfseitige gerade 
Prisma mit der Ebene SQR geschnitten. Der Gmndrifs 
der Schnittfigur A" B" C" D" E" ist zunächst identisob mit 
dem Gmndrifs A^B^C^D,E^ der Grundfläche. Eine Seite 
des Aufrisses der Schnlttfignr, z. B. A^"B^", ist ermittelt 
nach dem Flächenverfabreo, indem die Schnit^erade 
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der Seitenfläche ABB'A' imd der Ebene SQU beetimmt 
ist. ABB'A' hat als erste Spnr die verlängerte GnindkaDte 
A^B^, nämlich T^V^, und als zweite Spnr die zur OX- 
AchBe senkreehte Gerade 17, 6g. Folglich ist die Gerade 
T, U^ die zweite Projektion der Schnittgeraden beider 




Flächen. T^U^ schneidet die zweiten Projektionen der 
Prismenkanten AA' nnd BB" in A^" nnd B,". 

Die Übrigen Seiten der Schnittlignr lassen sich noD, 
wenn man sie nicht ebenso bestimmen will, leicht auf Grund 
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des Satzes ermitteln, dafa Grandrifs nnd Anfrifs einer ebeneu 
Eignr zwei affine Gebilde Bind, deren Affinitätsachse a der 
Durchschnitt der Ebene der Figur mit der zweiten Hal- 
biemngsebene ist Die Affinitataachse a ist nach § 41 
koQstniiert mit HOlfe der durch B" gelegten Spnrparallelen gt, 
deren Projektionen g^ und g^ sich im Punkte &' der AclLse a 
schneiden. Alsdann verlängert man Bj^C, über B^ bis 93' 
und verbindet Sg' mit £,". WB," sehneidet C, C,' in C^". 
In gleicher Weise Bind die Schnittpunkte S' nnd ^' von E, A 
und D^E^ mit a zur Bestimmung der Punkte -P," und £^' 
benutzt. 

Im Anfrifs sind die Seiten A^"B^" and B^"C^" als 
von vom nicht sichtbar punktiert, desgleichen das zwiBohen 
A^ A^ nnd C, C,' gelegene Stock der zweiten Spur Q S und 
die unterhalb der schneidenden Ebene gelegene Teile 
A^ A^" , B^ B^" der Prismenkanten. 

Die Bestimmong der wahren Gestalt der Schnittligur 
vollzieht sich am einfachsten durch Umlegung um Qif in 
die Horizontalebene 77,. Es wird zunächst mit Hülfe der 
zu QR senkrechten Seitenebene 77,, deren erste Spur O?) 
und deren zweite Spar D3 ist, nach § 42 der Punkt A" nach 
A'" umgelegt. Dann aber kann man sich wieder des Al^itäts- 
Prinzips bedienen, da die Umlegung A'" B" C" U" E'" 
nnd die erste Projektion A^ B €^ D^ E der Schnittfigur 
affine Gebilde sind, zu denen die erste Spnr s^ der Ebene 
SQR B\a Affinitätsachse gehSrt. 

Will man den Dnrchschnitt des Prismas nach dem 
Kantenverfahren bestimmen, eo venährt man nach llafs- 
gäbe der Fig. 187 folgendermafsen: Denkt man sich z. B. 
durch den Schnittpunkt A" der Kante Ä A' und der Ebene 
SQR eine zu /7j parallele Ebene ö gelegt, so wird die 
Ebene SQR von <J in einer ersten Spurptu'allelen a ge- 
schnitten, deren erste Projektion a^ durch A^ geht und 
parallel zu s, ist, während die zweite Projektion a, parallel 
zur OX-Achse ist und durch die zweite Projektion A^" 
des Panktes A" gehen mufs. 

Die Konstruktion verläuft also derart, dafs man durch 
^,, B^, C„ D^, E^ die Parallelen a,, A,, c, , dj, c, zu s, 
zeichnet und durch deren auf s, gelegene zweite Spuren die 
Parallelen a,, 6j, Cg, d^, e^ zu OX zieht, welche die Aufrisse 
der Prismenkanten in den gesuchten zweiten Projektionen 
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A"j -Sj"f ^i"' A"»-^«" ^^^ Eckpunkte der Schoittfigur 
treffbo. 




H». 187. 

Von Interesse ist oft die Auabreitang des Mantels des 
Prismas mit den darin enthaltenen Beiten der Sehnittdgiir. 
Man trägt (Fig. 188 t S.) anf einer Geraden die Seiten der 
Gnmdääche des Prismas nach einander ab, zeichnet in den 
Teilpnnkten senkrecht za dieser Geraden die Seitenkanten 

A A\ BB' .... der Prismas und trägt auf A A', BB' 

die aus der Fig. 187 zu entnehmenden Abstände der Eck- 
punkte der Schnittfigur von n^ bezw. von A^B^... aus ab. 

Steht die selineidende Ebene z. B. auf der zweiten Pro- 
jektionsebene /Jg senkrecht, so ergiebt sich die in Fig. 189 {f. S.) 
veranschaulichte Darlegung des Sachverhaltes, wozu eine 
nähere Beschreibung nicht mebr erforderlich ist. 
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§ 57. Durchschnitt eines schiefen Prismas. — 
Abwickelong des Mantels. 
In Fig. 190 ist die LÖBnng der Aufgabe gegeben, den 
Dnrchschnitt eines schiefen vierseitigen Prismas, 




deesen Grundfläche in n^ liegt, darzustellen. Diese Auf- 
gabe unterscheidet sich insofern Ton der im Torigeo 
Paragraphen Iwbandelten, als dieses Mal der Grundrifs der 
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Sclmittfigur nicht mehr mit demjenigeD der Grandfläohe 
KDBammenfällt. 

Bequem ist die Auwendwig dea EantenTerfahrens. Man 
legt z. B. durch die EAnte A A' eine zur Horizontalebeoe 77, 
senkrechte Ebene d. Die erste Spnr T, ü^ dieser Ebene S 
ist identisch mit der ersten Projektion Jl^Jl' der betreffen- 
den Kante, die zweite Spar f7, D steht seim-echt auf OX. 
Die Sehnittgerade der Ebenen SQK nnd d hat die Pro- 
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jektiooe» T^ U^ und T^ ü^ and schneidet die Priemeiikante 
AA' im Punkte A". Ist der Schnittpnnkt einer Prismen- 
kante mit der Ebene SQR bestimmt, ao findet man, wie 
ans der Fi^^nr ersichtlich ist, die übrigen Schnittpunkte 
dadurch, dafa man durch die Sehnittpnnkte der Horizontal- 
projektionen der Kanten imd der ersten Spur «j Lote 
Tj' r,', . . , zur OX-Achae zieht nnd dann dnrcb 2",', . • . 
die ParaUelen T,' U^'... zn T, Z7, legt. 

In unmittelbarer Verbindung mit dieser Aufgabe steht 
die andere, den Mantel eines beliebigen schiefen Pris- 
mas abzuwickeln. Man schneidet (Fig. 191a) das ge- 
gebene Prisma durch eine beliebige zu seinen Kanten senkr 
rechte Ebene ö. Die Spuren «^ nnd «, dieser Ebene mttssen 
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Kg. 191 b. 

auf der ereten bezw. zweiten Projektion der Prismenkanten 
Benkrecfat stehen. Alsdann bestimmt man nach der an 
Fig. 190 entwickelten Methode die Seimittfigur dea Prismas 
und der Ebene S und ermittelt durch Umlegung in n^ deren 
wahre Gestalt A" B" C" I/". Auf der hierbei benutzten, 
zu fi, senkrechten Hllltsebene /7,, die zugleich zn sämtlichen 
Prismenkanten parallel ist, erscheinen die Seitenkanten des 
Prismas in wahrer Länge, sobald sie auf /7, projiziert 
werden. Die Projektion der Schnittfigor anf /J^ ist die 
gerade Linie A^' 5," Cg" Z>g", da die Ebene der Schnitt- 
figitr auf 77s s^Q^cht steht. Man erkennt demnach aus 
der Seitenprojektion des Prismas auf /7j, wie grofs die 
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tmteihalb and oberhalb der Ebene der Schnittfignr gelegenen 
Teile der einzelnen Frismenkanten sind. 

Hiernach ist die Abwiekelimg des Mantels wie folgt zn be- 
werkstelligen: Man trägt auf einer Geraden (Fig. 191b v. S.) 
die wahren Längen der Seiten des soeben bestimmten senk- 
rechten DnrchschnittB iA"B" = Ä'"B"',B" C' = B"' C", ....) 
nach einander ab, zieht zu der Geraden in A",B",0', D" 
Senkrechte und trägt anf den letzteren die oberhalb und unter- 
halb der Sehnittfignr gelegenen Eantenteile: A" A = A^"A^, 
B"B^Bg"Bg, ... und A"A'=Ag"A^', B"B' = S/' B^', . . . 
ab. Verbindet man noch die erhaltenen Endpunkte sinn- 
gemäTs, ao ist die geforderte Abwickelung ansgeftlhrt. 



§ 58. Ebener Schnitt einer Pyramide. — 
Abwickelung des Mantels. 

Handelt es sich um die Konstruktion des ebenen 
Durchschnitts einer Pyramide, so kann man diese 
Aufgabe in Übersichtlicher Weise nach dem Flächen- 
TCrfahren lösen.,. In Fig. 192a ist eine fflnfeeitige, auf 77^ 
stehende, im Übrigen beliebig geformte Pyramide an- 
genommen. Es ergeben sich die Seiten der Sehnittfignr der 
Pyramide mit der Ebene SQR als die Schnittgeraden der 
einzelnen Seitenflächen mit SQB. Die ersten Spuren dieser 
Seitenflächen sind die Grundkanten der Pyramide. Die 
zweite Spur einer Seitenfläche bestimmt man durch Er- 
weiterung der betr. Seitenfiäehe bis zum Schnitt mit 77,. 
Dazu benutzt man zweokmäfsigerweise eine in der betr. 
Seitenfläche zn ihrer ersten Spur gezogene Spurparallele, 
durch deren zweite Spur die zweite Spur der Seitenfläche 
hindurchgehen mufs. Verdeutlicht ist dieses Verfahren fUr 
die Seitenfläche APE. Die Sparparallele g ist durch die 
Spitze P gezogen und hat die zweite Spar K^. Folglich 
hat die Seitenfläche APE selbst die zweite Spur K^ G, 
wo G den Schnittpunkt von E, A^ mit OX bezeichnet. Die 
Schnittgerade von SQR und APE bat die zweite Pro- 
jektion F^ L und trifil die beiden Pyramidenkanten AP und 
EP in den Punkten A' und E'. Die Übrigen Sehnittgeraden 
werden genau so bestimmL 

Die Bestimmung der wahren Gestalt der Schnittflgur 
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ist hier, weil sie auch wieder durch Umlegang um eiae der 
Spuren von S QR erfolgt, nicht wieder besonders ausgeführt. 
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In Fig. 192b (f. S.) findet sich die Abwickelung des 
Uantels der Pyramide dargestellt. Sie wird in der Weise 
Ausgeftlhrt, dafs man die einzelnen Seitenflächen der Pyramide 
längs der ihnen gemeinsamen Kanten aneinander legt und dann 
auf den Seitenkanten tod der Spitze P ans in den richtigen 
EntfemoDgeD die durch den ebenen Schnitt herrorgernfenen 
Teilpnnkte markiert. Zu dem Zweck sind die wahren Längen 
der Seitenkanten der Pyramide nnd ihrer Abschnitte zu 
bestimmen. Das geschieht am einfachsten , wie es in 
Fig. 192a fUr die Kante SC angedeutet ist, dadurch, dafs 
man jede Seitenkante durch Drehung um die vertikale Achse 
PP^ in die zu /J, parallele Lage bringt. E^e weitere 
Beschreibung des Verlaufes der KonstmktioD ist nicht er- 
forderlich, da es sieh Qm völlig bekannte Dinge handelt. 
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Steht die Pyramide nicht mit ihrer Grundfläche aut 
einer der ProjektionHebenea, so kann man zoDächst ohne 
Muhe die ersten Sporen dei einzelnen Seitenflächen mit 
Hülfe der ersten Spnren der Seitenkanten bestimmen ond 
dann nach der obigen Methode verfaliien. 

Im Übrigen kann man auch den Schnith)nnkt jeder 
einzehien Pyramidenkante und der Ebene SQR dadurch 
gewinnen, dafs man durch jede Kante je eine zu 77, oder 
77, senkrechte Halfeebene legt und deren Schnittlinie mit 
SQR au&ncht. 



§ 59. UnToUständiger Darclischiiltt einea Vielflacha. 
Während bei den bisher behandelten Beispielen die 
achneidende Ebene stets so gelegt war, daTs ^e Seiten- 
kanten der betrachteten Prismas oder der betrefl'enden 
Pyramide geschnitten wurden, soll jetzt noch kurz an dem 
Beispiel einer mit ihrer Grundfläche auf 77, ruhenden fünf- 
seitigen Pyramide der Fall Erwähnung finden , wo die 
schneidende Ebene einige der Seitenkanten überhaupt nicht 
trifft. Wir wollen einen in solcher Weise entstehenden 
DurchBchnitt einen „unTotlständigen Durchschnitt" 
nennen. 
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Die Ebene ist in Fig. 193 so geiegt, dafe ihre zweite 
Spur Sj die Grundfläche A^ B^ C^ D^ E^ der auf n^ rabenden 
I^amide in zwei Teile zerlegt und die Seiteokanten PA, 
PB, PC Oberhaupt nicht ecbneidet. Demuach werden die 
Seitenflächen ABP und BCP überhaupt nicht geschnitten. 
Die Schnittlinien der anderen Seitenflächen mit der Ebene 
sind dadurch bestimmt, dafg zunächst die ersten Spuren 
dieser Seitenflächen durch Benutzung je einer durch die 




Spitze P gehenden zweiten Spnrparallelen bestimmt sind. 
Es ist das in Fig. 193 ausgeführt für die Seitenfläche CDP; 
die zweite Projektion g^ der genannten Spurparalleleu ist 
dort parallel zu der zweiten Spnr C^i^g von CDP; die 
erste Projektion g, de' Spnrparallelen g geht durch P, und 
ist parallel zu OX. Die zweite Spur C^B, von CDP 
trifft OX in H; die Verbindungslinie von // mit 3", der 

U* 
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ersten Spnr von g, iat die erste Spur von CDP. Die 
Schnittlinie von CDP nnd SQR hat die zweite Projektion 
F^' fj, welche die zweite Projektion P^D^ der Kante PD 
in D' trifft. Dann ist F^' DJ die zweite Projektion der 
gesachten Schnittlinie; die zagehörige erste Projektion -P,' J^,' 
einlebt sich durch Hinnnterloten. — Der Durchsehnitt der 
fUnfseitigen Pyramide ist in diesem Falle ein Viereck, dessen 
eine Seite QF in der Pyramidengrundfläche liegt; die 
anderen Seiten sind FD', DE\ E' Q. 



§ 60. Durchschnitt eines Vielflachs mit einer zur 
Achse senkrechten Ebene. 

Ist die das Vielflach durchschneidende Ebene SQR 
senkrecht zur X-Achse, so fallen die erste und zweite 
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Spur «, und s^ von SQli ia eine za OX senkrechte Grerade 
zasamnieD mid in diese fallen dann anch die ersten and 
zweiten Projektionen aller der Ebene SQR angehangen 
Fignren, mithin aneh Gmndrifs und AnfriEs der darznstellenden 
Schnittfignr. In wahrer Gestalt erseheint die Schnittfigar 
in diesem Falle im Kreuzrifs (§ 15), weil die Krenzrileehene 
der hier benutzten Schnittebeoe parallel ist. 

Veranschanlicht ist der hier vorliegende Sachverhalt in 
Fig. 194 an dem Beispiel eines in beliebiger Stellung zn 
den Projektionsebenen befindlichen vierseitigen Obelisken. 
Die schneidende Ebene S QR geht durch den Eckpunkt A' 
der oberen Endfläche. Im Übrigen werden die Kanten A B, 
DCaaäD'C von der Ebene SQR in den Punkten E, G, F 
getrofien. 

Der Seitenrifs der Sehnittfignr ist das Viereck 
E^ Gg Fg JA dessen von vom nicht sichtbare Seiten 
FgGg, G^Fg und Ag' Eg strichpunktiert gezeichnet sind. 

Man kann natürlich auch die wahre Gestalt der Schnitt- 
figur durch TJmlegnng des Schnittes in IT (oder H^) finden. 
Es ist das ebenes in Fig. 194 aasgeftthrt. Man gelangt 
dann zu der Figur ®(äJ59l', die mit .ßg Ggi^g .-4,' kongruent ist 



§ 61. Dnrchsclinitt eines Vielflachs mit einem 
Ebenenstttck. 

Ist die schneidende Ebene nicht dorch ihre Spuren, 
sondern dnrch die Projektionen eines ihr angehörigen 
FlächenstUcks gegeben, so ist es nicht notwendig, die Spuren 
der schneidenden Ebene aulzusuchen. Vielmehr kann mau 
nach Mafsgabe der in Fig. 124 (§ 34) angegebenen Kon- 
struktion verfahren, indem m^i die Schnittgeraden der 
einzelnen Flächen des Vielflachs mit dem gegebenen Ebenen- 
stück vermittelst zu 77, senkrechter Hilfsebenen bestimmt. 

Die Daratellnng ist in Fig. 195 an dem Beispiel eines mit 
dreieckiger Grundfläche versehenen einschneidigen Sphenisken 
durchgeführt. Der Körper steht mit seiner Grundfläche auf 77,. 
Das schneidende Dreieck ABC hat beliebige Lage. In der 
Zeichnung ist die Schnittgerade JKdes Dreiecks ABC und 
der Seitenfläche DGH des Sphenisken konstruiert. Eine 
weitere Erläuterung dazu ist nicht erforderlich. Aus der 
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fertigen Zeicbonng erkennt man, dafs einerseits die Dreieckg- 
seiten A B and B C ganz aufserhalb dee Körpers liegen, und 
dafs andererseits die Kanten EG ond EH des Sphenisken 




die Dreiecksflftche nicht dnrohstorscn. Der Sphemsk schneidet 
ans der DreiecksSäche das Flächeostnek NJKLM ans. 



§ 62. Schnitt eines Vielflachs mit einer Gerftden. 

Mit den in diesem Abschnitt behandelten Aufgaben 
hängt auch die Bestimmung derjenigen Punkte za- 
sammen, welßhe eine beliebig gegebene Gerade mit 
einem gegebenen Vielflacb gemein hat. Man kann 
diese Aufgabe in der Welse lösen, dafa man zunächst durch 
die gegebene Gerade eine zu /T^ oder IT^ senkrechte Ebene 6 
legt und sodann den ebenen Schnitt der Ebene ä and des 
Vielflachs bestimmt. Da die Schnittfigur und die gegebene 
Gerade in derselben Ebene liegen, so sind damit direkt die 
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Projektionen der Punkte ermittelt, in denen die Ger&de die 
Kontonr der Sohnittfigur trifft. Diese letzteren Punkte aber 
sind diejenigen, die zagleich anf der Geraden and dem 
Vielflaeh liegen. 

Hat man es speziell mit einem Überall konrezen Viel- 
fach 211 thim, 80 ergeben eieli nie mehr als zwei solcbe 
Sohnittpunkte der Geraden mit dem Vielflacb. Bei einem 
Vietöadi mit einspringenden Winkeln allerdings kann es 
vorkommen, dals eine Gerade mehr als zwei Punkte mit 
dem Vielflach gemein hat. 

In der Fig. 196 ist das Gesagte zunächst an dem Bei- 
spiel eines mit der Ecke A auf ff, aufliegenden Vierflaehs 




erläutert, und zwar ist dort eine zu //, senkrechte Hilfs- 
ebene benutzt, deren erste Spur g^ mit der ersten Projektion 
g^ der gegebeneu Geraden zusammenfällt. Die zweite Spur », 



.A'Oo^lc 



^16 



Die Parallelprnjektioi 



steht senkrecht anf der X-Achse. Aus dem Grnndrifa geht 
hervor, dafs von dieser Hilfsebene nur die Kanten £C, J?C 
tind Ä C des Vierflaehs getroffen werden. Durch Hinauf- 
loteu von den Schnittpunkten E^,F^, &, im GrundriTs ergiebt 
sich die zweite Projektion der Schnittfigor, nämlich das 
Dreieck £, F, G-^, dessen Umfang von g^ in den Funkten H^ 
und J^ getroffen wird. Die dazu gehörigen Gmndrifspunkte 
sind H^ und j,. In den Punkten H und J durchstöfBt die 
Gerade ff die Begrenznng des Vierflaehs. Das Stück HJ 
der Geraden g liegt innerhalb des Vierflachs. 
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Fig. 197 stellt die gleiche An%abe für einen Körper 
mit einspringenden Winkeln dar. Es ist ein mit seiner 
vierseitigen Grundfläche ÄBCD auf n^ stehender drei- 
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schneidiger Sphenisk gewählt, dessen ohere drei Schneiden 
die vom Punkte H ausgehenden Strecken HE, HF, HG 
sind. Die dnrch die gegebene Gerade g gelegte zu iT, 
senkrechte Hilfsebene schneidet dieses Mal den Sphenisken 
in dem Sechseck J KL MNP, dessen Änfrifs etwaa stärker 
strichpunktiert ist. Wie aus dem Äufrirs ersichtlich ist, 
sehneidet die Gerade g die Eontour der soeben genannten 
Sehnittfigur in den vier Punkten Q, R, S, T. Die Strecken 
QR nnd ST der Geraden g liegen innerhalb des Sphenisken. 



§ 63. Übungsaufgaben. 

1. Ein auf n^ stehendes gerades regelmäfsigea Prisma 
wird von einer zu 77^ senkrechten Ebene geschnitten. 
Die Projektionen und wahre Gestalt der Sehnittfigur 
sind zn zeichnen. 

2. Ein mit einer Ecke auf 77, ruhender, in allgemeiner 
Lage befindlicher Würfel wird von einer zur ersten 
Halbierungsebene parallelen Ebene geschnitten. Das 
Netz des Würfels mit den zu den einzelnen Flächen 
gehörigen Schnittlinien ist zn konstruieren. 

3. Es ist der Durchschnitt eines in atigemeiner Lage 
befindliehen regelmäfsigen Achtflachs mit einer zu 
einer Seitenfläche parallelen Ebene darzustellen. 

4. Eine fUnfseitige Pyramide, deren Grundfläche in 77^ 
und deren Spitze in 77, liegt, wird von einer die 
Basis durchsetzenden beliebigen Ebene geschnitten. 
Es eoll der Mantel der Pyramide mit den in ihm 
liegenden Schnittlinien dargestellt werden. 

5. Ein mit seiner dreieckigen Grundfläche auf der 
ersten Halbierungsebene stehender zweischneidiger 
Sphenisk wird von einer zu 77^ parallelen Ebene 
geschnitten. Die Projektionen und wahre Gestalt 
der Schnittfigur sind anzugehen. 

6. Ein auf 77j stehender fttniseitiger Obelisk wird von 
einer Ebene geschnitten, die zu zwei picht auf- 
einander folgenden Seitenkanten parallel ist nnd 
keine der Seitenkanten enthält. Die Projektionen und 
wahre Gestalt des Dorchsehnitts sind zu ermitteln. 
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7. Ele ist der DorchBchnitt a) eines regelmäfsi^n 
ZwOlfSaeha, b) eines regelmsraigen Zwanzigäachs, 
dessen eine Seitenfläche in 77^ liegt, mit einer be- 
liebigen Ebene darzostellen. 

8. Ein Prismatoid, dessen zu 77, parallele Endflächen 
gleichseitige Dreiecke sind, wird von einem dnieh 
seine beiden Projektionen gegebenen Dreieck durch- 
setzt. Die Projektionen der Sehnittfigor sollen dar- 
gestellt werden. 

9. Es sollen die Pankte bestimmt werden, welche ein 
regelmäfsiges Achtflach mit einer Geraden gemeinsam 
hat, die dnrch keine Ecke oder Kante des Acht- 
flachs geht. 
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VI. Absohnitt 

DüTclidriiigungeii von Vielflachen. 

§ 64. Allgemeine Vorbemerkungen. 

Durchsetzt die Oberfläche eines Vielflachs 
diejenige eines anderen Vielflachs, so entsteht eine 
Sehnittfignr, deren Seiten die Schnittgeraden von je 
einer Fläche des einen Vielflachs mit je einer Fläche dea 
anderen Vielflachs sind. Der Charakter dieser Schnittßgnr 
kann je nach der Lage der beiden Vielflaehe ein ganz ver- 
schiedenartiger sein. Entweder besteht sie aus einem einzigen 
in sieh geschlossenen Streekenzuge and ist dann im All- 
gemeinen ein geschlossenes räumliches Vieleck, dessen Seiten 
also nicht sämäich in einer nnd derselben Ebene liegen; oder 
sie besteht ans völlig getrennten Teilen, die ihrerseits ebene 
oder räumliche Vielecke sein können. Da jedes der beiden 
Vielflache ftlr sich einen bestimmten Raum umgrenzt, so 
begrenzt ihre Schnittfignr im Verein mit Kanten- nnd Flächen- 
teilen der gegebenen Vielflaehe denjenigen Ranmteil, welcher 
von beiden VielSachen gemeinsam eingenommen wird. Denkt 
man sieh den von jedem Vielflaehe begrenzten Raum mit 
einem Stoff erfüllt, so dafs jedes Vielfiaeh einen Kürper 
repräsentiert, so kann man sich vorstellen, dafs der eine 
Körper durch den anderen hindurchgeht. In dem Falle, 
wo die Hehnittfigor ans einem einheitlichen Linienznge 
besteht, spricht man davon, dafs der eine Körper aus dem 
andern ein Stück ausschneidet; in dem anderen Falle, 
wo die Schnittfignr aus getrennten Teilen besteht, sagt man, 
der eine Körper durchdringt den anderen. 

Da» Verfahren, welches zur Bestimmung der Schnitt- 
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ßgur fuhrt, läfst sich wieder ganz allgemein als ein doppel- 
artiges kennzeichnen. Entweder bestimmt man in bekannter 
Weise auf den einzelnen Kanten jedes Vielflachs diejenigen 
Punkte, in denen sie die Flächen des anderen Yielflachs 
schneiden; oder man ermittelt die Geraden, in denen die 
Flächen des einen Vielflachs die Flächen des anderen Viel- 
flachs durchsetzen. 

Das erstere Verfahren stellt das „Kantenverfahren", 
das letztere das „Flächenverfahren" dar. Hänfig ist, ganz 
ähnlieh wie frtlher bei der Ermittelung der ebenen Diiich- 
scbnitte, eine kombinierte Methode von Nutzen. 

Beim Kantenverf'ahren ergeben sich die Seiten der 
Sehnittfigur dadurch, dafs die in denselben Flächen beider 
Vielflache gelegenen Eantenecbnittpunkte mit einander ver- 
bunden werden. 

Beim Flächenverfahren erhält man die Seiten der Sebnitt- 
flgur direkt als Dnrchschnittsgeraden je zweier Flächen ; 
man darf aber diejenigen Teile dieser Dnrchschnittsgeraden 
nicht bertlckeichtigen, welche den Erweiterungen der Be- 
grenzungsflächen der gegebenen Vielfache angehören. 

An einigen im Folgenden behandelten Beispielen sollen 
nnn verschiedene Fälle von Durchdringungen und Aua- 
schneidnngen wirklich ausgeführt werden. Dabei wird alle» 
Wesentliche Berücksichtigung finden. 



§ 65. Zwei Prismen mit horizontalen Seitenkanten. 

In der Fig. 198 a sind ein gerades dreiseitiges und ein 
gerades vierseitiges Prisma so angenommen, dafs ihre Seiten- 
kanten zur Ebene 77, parallel sind. Der Einfachheit halber 
sind die Seitenkanten Ax', £jS', GC,DD' des vierseitigen 
Prismas Überdies noch senkrecht zu 77, gewählt. Am be- 
quemsten ist in diesem Falle die Anwendung des Eanten- 
verfahrens. Jede Seitenkante des dreiseitigen Prismas trifft 
je zwei Seitenflächen des anderen Prisma«. Da diese letzteren 
Flächen auf 77, senkrecht sind und demnach geradlinige 

zweite Projektionen A^B^B^'A^', , besitzen, so stellt- 

z. B. der Punkt g^', in welchem der Aufirifs F^F^' von FP 
die Strecke A^ S, trifft, zugleich den Anfrifs des Schnitt- 
punktes g von FF" mit der Fläche AB& A' dar. Der 
zugehörige Gmndrifs 5i' ergiebt sieh durch Hinoaterloteo. 



g 65. Zwei Friamen mit horizontaleii Seitenkanten. 
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In gleicher Weise ündet man den Punkt ^, in welchem FF^ 
die Fläche BCC'B' dorchstöfst, sowie die auf den Kanten 
EE- und GG' liegenden Schnittpunkte E, ©', ®, ®: 

Zwecks Bestimmung der Punkte 91 und 91', in denen 
die Seitenkante A AI des vierseitigen Prismas das dreiseitige 
Pneraa dnrohsetzt, legt man durch Ä A! eine borizontaie 




Hilfsehene. Dieselbe schneidet das dreiseitige Prisma in 
zwei zu seinen Seitenkanten parallelen Geraden HH' und JJ\ 
deren zweite Projektionen S^H^' und J^J^' in die durch 
Ä^ zu -E, E^' gezogene Parallele zasammenüallen. HB' 
liegt in der Fläche £i^i^£'; JJ* gehört der Fläche £GG'£' 
an. Die zugehörigen Horizontalprojektionen Rx^i undy^^^' 
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treffeo -^i-d,' in ^, und 31/, den ersten Projektionen der 
gesachten Sclinittpankte. SC^ and 'ü^' fallen mit A^ zn- 
saramen. Analog: ermittelt man die Projektionen der Punkte 
ß nnd 6'. Die Seitenkanten BB' und DD' treffen das 
dreiseitige Prisma überhaupt nicht, wie unmittelbar aus dem 
Aufrifs hervorgeht. BB' liegt völlig oberhalb, DI/ da- 
gegen gänzlich nnterhalb des dreiseitigen Prismas. 

Um die ermittelten Sohnittpnnkte richtig zu verbinden, 
vrählt man einen beliebigen von ihnen, z. B. ^ als Adb- 
gangspnnkt. Der Punkt % liegt einerseits in den Flächen 
FGG'F' und FEE' F' des äreiaeitigen Prismaa, anderer- 
seits in der Fläche BCC B' des vierseitigen Prismas mid 
kann daher nnr mit solchen Punkten verbunden werden, die 
ebenfalls den genannten Flächen angehören. Es sind das 
die Punkte © nnd ß', in denen die der Fläche BCCB' 
angehörige Kante B C die soeben genannten Flächen des 
dreiseitigen Prismas durchstöfst. Vom Punkte © aas ver- 
läuft der Schnitt nach dem Punkte @; denn nur dieser Ponkt 
liegt mit ß zugleich in den Flächen FEE'F' und DCCD'. 
In demselben Sinne fortschliefsend erkennt man, dafs der 
Schnitt von © Über ® und 6' nach g zurhcklänft. Man 
erhält somit im Grundrifs als ersten Teü der Projektion der 
Schnittfigur den Streckenzug g, ©i ©^ @, ß/Si- Als zweiter Teil 
ergiebt sich ganz analog der Streckenzug y,'9Ii®i'Sl,' tS^' 5/, 
was wohl ohne weitere Erläuterung verständlich ist. Die 
Strecken ß^ ®„ g, ®„ ©jß,' sowie 3t, ß,', ß '3t,', 51,'®/ 
sind punktiert, weil die zu ihnen gehörigen Baumstrecken 
aof Seitenflächen der Prismen liegen, von denen mindestens 
eine bei der Betrachtung von obenher nicht sichtbar ist. 

Die Schnittfignr besteht im gewählten Beispiel aus zwei 
völlig getrennten Teilen, deren jeder ein räumliches Fünfeck 
ist Denkt man sich, dafs das dreiseitige Prisma von rechts 
na«h links das vierseitige Prisma durchdringt, so kann man 
den rechts liegenden und links liegenden 'Teil der Schnitt- 
figur als Eintritts- nnd Anstrittsfigur von einander unter- 
scheiden. 

Hinsichtlich der Konstruktion der Punkte 9t, 3t' (sowie 
ß, 6') ist noch eine Bemerkung am Platze. Die zu S^H^' 
und JjJ,' gehörigen Horizontalprojektionen ergeben sich im 
Prinzip anrch einfaches Hinunterloten von H^' and •/,' ans. 
Indessen lassen sich hierbei oftmals die Schnittpunkte H^' 
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and Jj^ niclit leicht genaa erkeniieii, sobald die projizierenden 
Lote den Grundrife E^' F,' G^' der PriBmenbasis E F & 
anter kleinem spitzen Winkel selmeideD. Dann empfiehlt es 
sich, zunächst die Prismenfläche E P G' wa ihre erste Spnr> 
die in diesem Falle mit der geradlinigen ersten FrojektioB 
E^'F^'G^' von EFG' identisch ist, in die Ebene ^^ nm- 
zalegen. Das geschieht einfach dadurch, dafa senkrecht zo 
E^'K'G^' die Strecken £i'ir' -=£/£,', F^' F' = F„' F,', 
Gj' G" =: Gf,' G,' angetragen werden. Die durch die Kante 
AA' gelegte za //, parallele Ebene schneidet die Fläche 
FFG' in der zu /T, parallelen Geraden E'J', deren Um- 
leguDg H" J" die im Abstände ^^ A^ zu E'F^ ' G, ' gezogene 
Parallele ist. Die von H" und /" auf E, F^ G, gefällten 
Lote haben als Fufspunkte gerade die Funkte H^' und G,' 
und bestimmen somit diese Punkte durch einen rechtwink- 
ligen Schnitt 



Fig. 19Sb zeigt in schiefer Parallelprojektion die beiden 
Teile des dreiseitigen Prismas, welche anfserhalh des vier- 
seitigen Prismas liegen. 

§ 66. Zwei Prismen mit horizontalen Seitenkanten 
in allgemeinerer Lage. 

Für zwei schiefe Prismen, deren Seitenkanten sämt- 
lich horizontal verlaufen, ohne auf //, senkrecht zn stehen, 
und deren Endflächen senkrecht zn /Z, gewählt sind, ist der 
Durchschnitt in Fig. 199 a {f. S.) konstruiert. Unter Anwendung 
des Kantenverfahrens wird festgestellt, in welchen Punkten 
jede Kante des einen Prismas die Flächen des anderen 
Prismas durchsetzt. Zunächst ist ersichtlich, dafa die unterste 
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Kante A Ä' des dreiseiti§^eii Prismas ganz anrserhalb des 
vierseitigen Friamas und dafa die oberste Kante FP des 
vierseitigen Prismas ganz aafserlialb des dreiseitigen Prismas 
liegt. Im Übrigen ergeben siclL die gesaehten Kanten- 
scbnittpnnkte wieder dorch Benntznng horizontaler Hilfs- 
ebenen. Die z. B. durob BB" gelegte .horizontale Hilfsebene 
schneidet das vierseitige Prisma in zwei zu seinen Kanten 




parallelen Geraden JJ' und KK', deren Vertikalprojektionen 
J,J,' nnd K^K^' ebenfalls in die Gerade S^B^' fallen. 
Die zugehörigen HorizoDtalprojektionen Jj/,' nnd K^K^' 
ergeben sieh durch Hinunterloten nnd seuneiden B^ B^' in 
in den Punkten S3, und fB,', deren zugehörige Vertikal- 
projektionen Sj und 99g' sind. Auf gleiche Weise ei^eben 
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sich die übrigen Kantengchnittpnnkte. Die richtige Ver- 
bindung aller Kantenschnittpnnkte ist gegeben durch den einen 
in aieh geschlossenen Streckenzng 8® G§G'®S9'®' §'E' 99. 
Man hat bei der Herstellung dieser Verbindimgsfolge sieh 
wiedernm von dem Grundsätze leiten zn lassen, dafs immer 
nur zwei in denselben Flächen beider Vielflaehe gelegene 
Funkte verbunden werden dürfen. Nur dann kann der her- 
zustellende Streckenzug von einer Fläche eines Vielflache auf 
eine benachbarte Fläche desselben Vielflachs übergehen, wenn 
die den beiden Flächen gemeinsame Kante überschritten wird. 
Da im vorliegenden Beispiel die Schnittfignr ein einziges 
rilamliches Vieleck ist, so haben wir es mit einer „Aus- 
schneidung" zu thnn. 




Der gröfseren Deutlichkeit halber ist in Fig. 199b das 
dreiseitige Prisma in schiefer Parallelprojektion dargestellt, 
soweit es aufserhalb des vierseitigen Prismas liegt. Man 
bekommt hierdurch ein klares räumliches Bild der vor- 
liegenden Aussöhne idnng. 



§ 67. Ein horizontales und ein vertikales Prisma. 

Ein anderer hänfig vorkommender Fall ist derjenige, 
wo das eine Prisma horizontale, das andere dagegen 
vertikale Seitenkanten hat. Eine derartige Anordnung 
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liegt in Fig. 200 vor. Das horizontoi liegende vierseitige 
PriBma ist ein schiefes mit rertikalen Endfläciien ; das vertikal 
stehende f Unfseitige Prisma ist ein gerades. Die Horizontal- 
piojektionen der Kanten des vierseitigen Prismas sehneiden 
die geradlinigen Horizontalprojektionen der Seitenflächen de» 
fünfseitigen Prismas in Pnnkten, welche zugleich die erstea 




Projektionen derjenigen Pnnkte sind, in denen die Seiten- 
kanten des schiefen Prismas die Seitenflächen des geraden 
Prismas darchstofsen. Die zagehörigen zweiten Projektionen 
jener DurehBtofspnnkte liegen seokreeht über den Horizontal- 
projektionen anf den zweiten Projektionen der entsprechenden 
Seitenkanten des schiefen Prismas. Äaf diese Weise be- 
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stimmen sich die Projektionen der Punkte %, ^', ®, ®', % S'. 
Die Kante HB' liefert keine Durchstofspuiüi^te, da sie, wie 
der GrnndriTg erkennen läfst, ganz aufserhalb des anderen 



Behufs Ermittlung der Punkte, in denen die vertikalen 
Seitenkanten des ftlnfseitigen Prismas die Seitenflächen des 
vierseitigen durchsetzen, empfiehlt sich die Anwendung von 
vertikalen HilfsebeUen, die man durch die einzelnen Seiten- 
kanten des geraden Prismas parallel zu den Seitenkanten 
des anderen Prismas legt. Jede solche Ebene schneidet das 
vierseitige Prisma im Allgemeinen in zwei zu seinen Seiten- 
kanten parallelen Geraden, deren Horizontalprojektionen zu- 
sammenfallen und durch die erste Projektion der betr. Kante 
des geraden Prismas gehen. In Fig. 200 ist die Konstruktion 
durchgeführt für die Kante EE^ , Die Horizontalprojektionen 
der beiden Schnittgeraden fallen zusammen in die zu F^ F^' 
parallele Gerade K, K^' (^^ L^ i,'). Die zugehörigen zweiten 
Projektionen Ä", KJ und L^ L' die ebenso wie F^ F^' 
parallel zu OX sind, treffen E^ E^' in den Punkten (^ und 
@,', deren Grundrisse @^ und IS^' mit E^ zusammenfallen. 
Der Schnittpunkt E liegt in der unteren Fläche HJJ'H', der 
Punkt ®' dangen in der oberen Fläche FG & F' des vier- 
seitigen Prismas. Analog bestimmt man die Projektionen 
der Schnittpunkte (£, £' und %, %', die auf den Kanten 
CO und DD' liegen. Die Kante BB" hat nur einen 
Punkt mit dem horizontalen Prisma gemeinsam. Sie streift, 
wie ans dem Gnindrifs hervorgeht, die Kante FF' im 
Funkte % dessen Grundrifs mit B^ znsammeniällt. Da die 
Kante A A' keinen Punkt mit dem horizontalen Prisma 
gemein hat, so kann es sieh auch hier wieder nur nm eine 
sog. „Ansschneidnug" handeln, was sich bei richtiger Ver- 
bindnng der Schnittpunkte bestätigt. Die Schnittlinie be- 
steht ans dem einen in sich geschlossenen räumlichen 
Streckenzuge 6' g S ß 3) © S' g' 6' ®' ®' ® ©'• 



§ 68. Zwei Prismen in beliebiger Lage. 

Die allgemeinste Aufgabe bezüglich zweier Prismen 
bezieht sich auf die Darstellung der Schnittlinie 
zweier beliebigen schiefen Prismen. 
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Wir wählen in Fig. 201 zunächst die Anordnung so, 
dafs beide Prismen mit ihren GrnndäSchen aui der 
Horizontalebene n^ mhen. Das eine dreiseitige hat die 
Grundfläche A^B^C^, das andere vierseitige die Grand- 
fläche i>j Ej Fj G^. Man kann auch in diesem Falle die 
I^eung der Aufgabe durch Anwendung von vertikalen darch 




die einzelnen Seitenkanten gehenden HUfsebenen erzielen. 
Indessen soll im Folgenden ein anderes Verfahren gezeigt 
werden, bei welchem die benutzten Hilfsebenen zu 
den Seitenkanten beider Prismen parallel sind. 

Zieht man nämlich durch irgend einen Punkt H der 
Seitenkante Ä A' des dreiseitigen Prismas die Parallele g 
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2.0 den Seitenkanten des anderen Prismas, so ist die durch 
AA' nnd ff gelegte Ebene 3 zu den Seitenkanten beider 
Prismen paraSeL In Fig. 201 ist die Gerade g so gelegt, 
dafs ihre zweite Projektion g^ mit deijenigen der Kante 
FF' znaammenfällt. Die erste Spur s, der durch AA' nnd 
ff bestimmten Ebene iet die Verbindungslinie der ersten 
Spuren A^^ und 5' von AA' und ff. Verschiebt man die 
Ebene d parallel zu ihrer ursprtinglicheD Stellung, so 
schneidet sie, sobald sie nicht durch eine Seitenkante des 
einen oder anderen Prismas geht und sofern ttberhaupt noch 
ein Schnitt mßgtieh ist, jedes der beiden Prismen in je 
zwei zu seinen Seitenkanten parallelen Geraden. So oft 
die parallel mit eich verschobene Ebene d durch eine 
Seitenkaute eines der Prismen geht, wird dieses letztere in 
noch einer weiteren im Allgemeinen nicht mit einer Kante 
identischen Geraden, das andere Prisma wie vorher in zwei 
Geraden geschnitten. Im letzteren Falle wird dann die 
Kante des einen Prismas, durch welche die zu ö parallele 
Ebene ö' geht, von den beiden auf dem anderen Prisma 
und zugleich in d' liegenden Geraden in zwei Punkten ge- 
schnitten, die demnach zugleich auf beiden Prismen liegen. 

Hiemach ist die praktische Bestimmung des Durch- 
schnitte beider Prismen änfeeret einfach. Man zieht z. B. 
durch die Ecke B^ der Basis des dreiseitigen Prismas die 
Parallele t^ zur Spur Sj der Hilfsebene d, welche die Grund- 
fläche des vierseitigen Prismas in L^ und M^ echDcidet. 
Dann zeichnet man durch L^ und M^ die Parallelen /^^Z'^' 
and M^M^' zaD^D^, welche B^^B^ inS^ undSB^' schneiden. 
Zusammen mit ihren senkrecht darttber auf 5, B' gelegenen 
zweiten Projektionen SB» und 93,' bestimmen »^ und JBi' 
die beiden Punkte iß und 93', in denen die Kante BS das 
vierseitige Prisma durchstOfsl^ Der Punkt $ liegt auf der 
unteren Fläche GDD'O', der Punkt 99' dagegen auf der 
oberen Fläche EFF'E'. 

Ganz ebenso findet man die Schnittponkte (£ und <£' 
der Kante CO mit dem vierseitigen Prisma. Die Kante AA' 
hat keine Punkte mit dem vierseitigen Prisma gemeinsam, 
wa° daraus hervorgeht, dafs die durch A^ gehende Spur «^ 
von <5 die Grundfläche des vierseitigen Prismas nicht schneidet. 

In der Fig. 201 ist femer noch die Parallele \' durch 
E^ zu «j gezogen, welche die Basis des dreiseitigen Prismas 
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in J^ and K^ trifft. Die durch J. nnd K^^ za A ^i' ge- 
zogenen Parallelen J,J/ nnd -ffjAj' treffen ^i^/ in (£, 
ood @^', den Hoiizontalprojektionen der Punkte <£ und @', 
in denen EE' das dreiseitige Priama durchsetzt. Je zwei 
solcher Durchatofspnnkte besitzen aufserdem noch die Kanten 




Fl;. S03. 

DD' nnd FF', während die Kante G G' das dreiseitige 
Prisma nicht durchschneidet. 

Die richtige Verbindung der im gewählten Beispiele 
vorhandenen 10 Schnittpunkte ist gegeben dareh den 
Streckenzug E' 5' S9' ®' S)' 95 © 5D t£ g ß'. 
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Haben die beiden Priflmen ganz beliebige Lagen 
im Ranm, ohne dafs ihre Grundflächen in /7, liegen, bo 
ermittelt man die einzelnen Kantenschnittpnnkte auf Grund 
des im § 62 angegebenen Verfahrene. In der Fig. 202 
handelt ee sieh beiBpielsweise um die Darstellung des 
Darehsehnittes zweier beliebigen dreiseitigen Prismen, deren 
Orundflaehen ABC nnd EFG sind. Die durch die Kante 
FF' senkrecht zu H^ gelegte Ebene schneidet das andere 
Prisma in dem Viereck MNPQ, dessen Eckpunkte auf den 
Kanten BB\ B'A', A' C und CC Hegen, Der Umfang 
dieses Vierecks wird von FF' in den Punkten g "ii^ %' 
getroffen, die somit auf beiden Prismen zugleich liegen, bi 
ganz entsprechender Weise werden die auf den Seiten- 
kanten C C und A A' des anderen Prismas gelegenen 
Schnittpunkte @, ^' und % bestimmt. Die Kante A A' 
durchsetzt das andere Prisma noi in dem einen Pnnkte %, 
da ihr Endpunkt A' innerhalb dieses Prismas liegt. Zu 
den genannten Schnittpunkten kommen im rorliegenden 
Beispiel noch die beiden Punkte ^ und ^ hinzu, in denen ' 
die Kanten A' B' und A'C das Prisma mit der Grnnd- 
fläohe EFG durchschneiden. Der eine dieser Schnittpunkte, 
% ist in der Zeichnung vermitteUt der durch A' B' senk- 
recht zu //^ gelegten Ebene konstruiert, welche das Prisma 
mit der Basis EFG in dem Dreieck ÄST sehneidet. Die 
ganze Schnittfignr ist gegeben durch den einen in sich ge- 
schlossenen Streckenzug ©gE'^S^'StS. 

Schliefslich ist noch in Fig. 203 ein hierher gehöriger 
Spezialfall behandelt. Sind nämlich die beiden schiefen 
Prismen so gewählt, dafs die sämtlichen Seitenkanten in 
zn OX senkrechten Ebenen liegen, so stehen die 
ersten und zweiten Projektionen sämtlicher Seitenkanten 
auf der Achse OX senkrecht, und das bisherige zur Er- 
mittelung der gegenseitigen Schnittpunkte benutzte Verfahren 
versagt. In diesem Falle bedient man sich deswegen des 
Kreuzrisses, indem man eine dritte zu den beiden zunächst 
angenommenen Projektionsebenen senkrechte Ebene TI^ 
einfuhrt. In Fig. 203 ist der Darstellung zu Grunde gele^ 
ein vierseitiges schiefes Prisma, welches mit seiner Grund- 
fläche A^ B^ Cj D, auf n steht, und ein dreiseitiges schiefes 
Prisma, dessen eme Basisecke (? in 77^ liegt, während die 
andere Endfläche der Ebene TT, angehört. Nachdem in 



232 



Die Parallelprojektion. 



bekannter Weise die dritten Projektionen beider Prismen 
hergestellt sind, legt man dnrch die einzelnen Seitenkanten 
zu //g parallele Hilfeebenen. Eine solche z. B, durch EE' 
gelegte Ebene schneidet das vierBeitige Prisma in zwei zu 
semen Seitenkanten parallelen Geraden IUI' nnd JJ', deren 
dritte Projektionen 11^^ Hg und J^J^' den Seitenrifs E^E/ 
von EE in den Punkten %' und 6. schneiden. Diese 




Schnittpunkte sind die dritten Projektionen der Durcbstofs- 
punkte der Kante EE. Der Pnnkt @' liegt anf der oberen 
Fläche ABB'A; der Pnnkt ® auf der unteren ADD'A'. 
Die dnrch die Kante BB' des vierseitigen Prismas senk- 
recht zu OX gelegte Ebene schneidet das dreiseitige Prisma 
in den beiden zq seinen Kanten parallelen Geraden KK' 
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und XX'. Die dritten Projektionen K^K^' und L-^L^' 
dieser beiden Geraden liefern zusammen mit B^B^' die 
Seitenprojektionen S' und S der DurehBtofBpnnkte von BB'. 
Völlig aufserhalb des einen oder anderen Priamae liegen die 
Kanten AÄ' und ff ff'. Aus den Seitenprojektionen der 
verschiedenen Dorebstofepankte ergeben sieh dnrch ZurUck- 
projizieren unmittelbar die zagehörigen Horizontal- und 
Vertikalprojektionen, Die gesamte Schnitthnie heider Prismen 
ist der Streokenzug 6'S>'5®S)®93e'95'g'e'. 



§ 69. Prisma nnd Pyramide. 

Um zu einigen anderen Beispielen fOr Durehschnitte 
von Vielflaehen überzugehen, wollen wir in erster Linie die 
Schnittlinie eines aaf n^ stehenden schiefen dreiseitigen 
Prismas und einer ebenfalls auf 77, ruhenden beliebigen 
Tierseitigen Pyramide betrachten. Die Pyramide hat 
(Fig. 204a) die Grundfläche Ä^B^C^^D^, das Prisma die 
^as\s F^G^H^. Abgesehen von anderen Verfahrungsweiaen 
ist hierbei die folgende Methode zweckmäfsig: Zieht man 
durch die Spitze E der Pyramide die Parallele g zu den 
Seitenkanten des Prismas, so ist g auch zu allen Seiten- 
flächen des Prismas parallel. Jede durch g und eine Seiten- 
kante der Pyramide gelegte Hilfeebene mufs daher, sofern 
überhaupt noch ein Schnitt stattfindet, das Prisma im All- 
gemeinen in zwei zu seinen Seiteukanten parallelen Geraden 
schneiden, die ihrerseits die in der genannten Hilfsebene 
gelegene Pyramidenkante in zwei Punkten schneiden. 
Andererseits mufs jede durch g und eine Prismenkante ge- 
legte Hilfsehene unter Voraussetzung der Möglichkeit einea 
Schnittes die Pyramide im Allgemeinen in zwei durch ihre 
Spitze gehenden Geraden schneiden, welche dann die be- 
treffende Prismenkante in zwei Punkten treffen. 

Hierauf beruht die in Fig. 204a dnrchgeführte Kon- 
struktion. 

Die dnrch die Gerade g und die Pyramidenkante EÄ 
gelegte Ebene hat zur ersten Spur «^ die Verbindongsgerade 
S' A^ der ersten Sparen S' und A. von g und EA. Die 
Spnr Sj sehneidet die Prismengrundfläehe in den Punkten 
und K^. Die durch J^ und ifj zu ^, i^,' gezogenen 
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Parallelen J^J^' and ^,K' achneiden -^i^', in den 
PnnkteiL 91, und §1^', den Honzontalprojektionen der Dnrch- 
stofspnnkte von A E. In derselben Weise findet man anf 
D^E^ die Punkte 3)j und 3),' bei Benutzung der Ebenen- 
apur S' Dy Die Pyramidenkanten EB und EC treffen das 
Prisma nicht, weil die bei ihnen zu verfrendenden Ebenen- 




spuren S' B und S' C^ die PrismengmndMche Überhaupt 
nicht schneiden. 

Die erste Spur (, der durch g und die Prismen- 
kante HR' gelegten Ebene schneidet die Pyramidengrund- 
fläche in den Punkten L^ und M^. Die Verbindungslinien 
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L^ Ej irnd 3fj £j treffen H^ H^' in Ji, nnd ^/, den erateü 
Projektionen der auf der Kante Hti' gelegenen Durch- 
sehnittspnnkte. Die beiden anderen Prismenkanten FF' 
nnd G G' besitzen keine Schnittpunkte mit der Pyramide, 
weil die bei ihnen in Betracht kommenden Ebenenspuren 
S' Fj und S' (?| die Pyramidengrundfläehe nicht mehr treffen. 
Durch richtige Verbindung der ermittelten Schnittpunkte 
■ergiebt sieh die Schnittlinie ?l § 31' E' |)' 5D ?f . Sowohl der 
G-mndrifg wie der Äuirirs dieses Streekenznges mufste völlig 
punktiert gezeichnet werden, da der ganze Schnitt bei der 




getroöenen Anordnung der beiden Vielflaehe weder von vom 
her noch von oben her sichtbar ist; denn jeder einzelne 
Teil des genannten Streckenzuges liegt auf einer unteren 
Prismenfläche oder unteren Pjrramidenfläche bezw. auf einer 
4er hinteren Prismenäächen. 

Zur Vermittlung der klaren, räumlichen Anschauung 
ist noch in Fig. 204b die Pyramide unter Fortlaseung des 
von dem Prisma aus ihr ausgeschnittenen Teiles in schiefer 
Parallelprojektion abgebildet. 
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§ 70. Zwei Pyramiden in beliebiger Lage. 

Wie beim Prisma im § 68 wollen wir zonächet an- 
nebnieu, daFs die beiden Übrigens beliebig gewählten 
Pyramiden mit ihren Grundflächen A^ B, C, D^ nnd /", G^ //, J^^ 
anf der Horizontaiebene //, ruhen (Fig. 205). Die Dar- 
stellung des gemeinsamen Durchsehuitts läfst sieb dann 
leicht mittels solcher Hilfeebenen gewinnen, die durch die- 




Yerbindnngslinie g der Spitzen E und K beider Pyramiden 
gelegt werden. Denn jede durch g und irgend eine Seiten- 
kante der einen Pyramide gelegte Ebene mufs, die Möglich- 
keit eines Schnittes vorausgesetzt, die andere Pyramide im 
Allgemeinen in zwei dnreh ihre Spitzen gehenden Geraden 
sehneiden, deren Schnittpunkte mit der betreffenden Pyramiden- 
kante die anf dieser gelegenen Durchstofspunkte sind. 
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Id Fig. 205 ist erstens die Ebene durch g und die 
Kante EC gelegt; die erste Spur s^ ist die Verbindungs- 
linie der ersten Spuren C^ und S' von EC nnd g and 
setmeidet die Grondfläche der anderen Pyramide in A', 
und P^. Man erhält mithin auf dieser Pyramide die zwei 
Schnittgeraden , deren erste Projektionen N^ K, nnd P,K^ 
sind. A'. K^ schneidet £, Cj in g, ; K^ >, wttrde E^ C, 
erst in der Verlängerung über C^ hinaus schneiden und 
bestimmt daher keinen noch auf den gegebenen Pyramiden 
liegenden Punkt. ©^ ist die Horizontalprojektion des 
Punktes ©, in welchem die Kante EC die andere PjTamide 
triffb. Dafe auf EC nur ein einziger Schnittpunkt vorhanden 
ist, beruht auf dem Umstände, dafs die Basisecke C der 
einen Pyramide innerhalb des Umfanges der Grundfläche 
der anderen Pyramide liegt. Die anderen Kanten EA, EB, 
EU enthalten keine Schnittpunkte, da die ersten Spnren 
S'A^, S'B^, S'D^ der anzuwendenden Hulfsebenen die 
Gmndfläehe der zweiten Pyramide nicht mehr trefi'en. 

Bei der letzteren Pyramide dagegen liegen auf allen 
vier Seitenkanten je zwei Durchstofspnnkte, da erstens die 
sämtlichen zn verwendenden ersten Spnren die Grundfläche 
A^B,C^D^ schneiden, und /weitena keiner der Eckpunkte 
von F^G^H^J^ innerhalb des Umfanges von A^B^C.D, 
liegt. Angegeben ist die Konstruktion fttr die Kante Kh. 

Zu den auf den Seitenkanten gelegenen Schnitt- 
punkten kommen noch die den beiden Gmndfläehen gemeiu- 
samen Kantenschnittpunkte 2^ und 9Kj hinzu. Von den sämt- 
lichen Schnittpunkten liegen die oberen Durchstofspunkte 
g',®',§',3' der Kanten KF, KG, K H imA KJ alle in der 
Seitenfläche EAD der anderen Pyramide. Hieraus ergiebt 
sich, daffl die Schnittfigor in zwei getrennte Teile zerfiillt, 
deren einer 5'®'§'3'3' ^^ geschlossenes ebenes Vieleck 
ist, während der andere Teil 3®®§Sß^5 ^'"^ räumlicher 
Streckenzug ist. 

Haben die Pyramiden eine ganz beliebige Lage im 
Raum, so sehliefst sich wieder die Methode der Sehnitt- 
bestimmung am besten an § 62 an. In Fig. 206 sind zwei 
ganz beliebige Vierflaehe (also dreiseitige Pyramiden) ge- 
geben. Bei dem einen wollen wir ABC, bei dem anderen 
EEG als Grundfläche ansehen. Durch jede Kante der einen 
Pyramide wird eine zu einer der Projektionsebenen senk- 
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rechte Ebene geleg^t, und alsdana die Sefanittfignr dieser 
Ebene anf der anderen Pyramide bestimmt lo der Fi^. 20& 
ist es ausgeführt für .45 mit Hülfe einer anf n^ senk- 
rechten Ebene, für HG vermittelst einer auf n^ senkrechten 




Ebene, was ohne weitere Beschreibtmg; veretändlieh aein 
dürfte. So ergeben sich im gewählten Beispiele 12 Kanten- 
Schnittpunkte, die in richtiger Folge durch den Streckenzug 
(Si'8§t®®'9t'g'S'5©ee'®' zu verbinden sind. 



§ 71. Billige weitere Beispiele. 

Zum AbschluTs der Betrachtungen über Dnrcfasetznugen 
ebenflächig begrenzter Gebilde seien noch zwei Beispiele 
ausgeführt, bei welchen nicht, wie es bisher aus Gründen 
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der Einfacbheit gesebah, nur FrismeQ und Pyramiden mit 
einander kombiniert sind. 

In Fig. 207 handelt es sich nm die Diirehdringnng 
eines beliebig gelegenes dreiseitigen Prismas und eines ai3' 
/7, stebenden Prismatoids, dessen beide Endfläcben Drei- 
ecke sind. Zwecks Bestimmung der Schnittfignr wird 
anch wieder dorch jede Kante des einen Gebildes je eine 




za //j oder //, senkrechte Hulfsebene gelegt, die dann 
das andere Gebilde in einem leicht bestimmbaren ebenen 
Vieleck schneidet. Die Punkte, in denen der Umfang dieses 
Vielecks von der benntzten Kante geschnitten wird, sind 
Punkte des gemeinsamen Schnittes. Die hier bezeichneten 
Httlfskonstmktionen sind in Fig. 207 for^elassen; es sind 
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dort nur die Durchstorepnnkte der Kanten angegeben. Der 
Schnitt zerfällt in zwei getrennte ränmliclie Vielecke, nämlicb 
in §Xi3?l9I'®5$ und §'(J3'@'S§'. 

Nach demBelben Verfahren ist in Fig. 208 der Doreh- 
schnitt eines Vierflaeha und eines zweischneidigen Spheniskeu 
hcstimmt. Das Vierflaeh ist in beliebiger Lage angenommen ; 




der Sphenisk, dessen obere Schneiden HJ nnd HK sind, 
ruht mit der Ecke E der Grundfläche auf der Horizontal- 
ebene ^^ und bat längs der Kante HK einea einspringen' 
den Winkel. Die Sclmittiigur ist bei der gewählten Lage 
der beiden Gebilde durch den in sich geschlossenen Strecken- 
zug ©^S35'§S"S®g"S"'ge'ffl'S'C'''^® gebildet. Be- 
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merkenswert ist, A&ta die Kante BD des Vierflachs vier 
Flächen des Sphenisken durchsetzt, nämlich erstens EFK 
in ©, zweitens EKH in S)', drittens EHJ in I)" nnd 
«ndlich (iFH in 35'". 



§ 72. Übnngsanfgaben. 

Bei den im Folgeaden aufgeführten Aufgaben ist daron 
.abgesehen, im Einzelnen genau die Lage der betreffenden 
■Gebilde zu den Projektionsebenen anzugeben; es ist aber 
4em An^ger stets zn empfehlen, jede einzelne Aufgabe 
ftlr verschiedenartig gewählte Lagen der betreffenden Viel- 
fache durchzuführen. 

Es sollen zum Durchschnitt gebracht werden: 

1. Ein tegelmäfsiges Vierflach und ein Würfel 

2. Ein regelmärsiges Vierflach nnd ein regelmäßiiges 
Achtflach. 

3. Ein Achtflach und ein Zwölfflach. 

4. Ein regelmäTsiges ZwQlfflach nnd ein gerades sechs- 
seitiges Prisma. 

5. Eine regelmäfsige sechsseitige Pyramide mit einem 
fünfseitigen Obelisken. 

€. Ein Prismatotd, dessen eine Endfläche ein Viereck 
und dessen andere Endfläche ein Dreieck ist, mit 
einem vierseitigen Obelisken. 

7. Ein einschneidiger Sphenisk mit dreieckiger Grund- 
fläche und ein regelmäfsiges sechsseitiges Prisma. 

8. Ein einschneidiger äphenisk mit viereckiger Grand- 
fläche und ein zweischneidiger Sphenisk mit drei- 
eckiger Grundfläche. 

9. Ein regelmäfsiges Zwölfflach und ein regelmäTsiges 



10. Ein regelmäfsiges Zwanzigflach und ein mit zwei 
fünfeckigen Endflächen versehenes Prismatoid. 
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Vn. Abschnitt. 

Die Darstellung der Kegelschnitte. 



§ 73. Die gerade Parallelprojektion des Kreises- 

Um bei der Behandlung von kranunflächig begrenzten 
Gebilden mit den wiehtigeten Eigengchaflen der Kegel- 
schnitte vertrant zn sein, wollen wir in diesem Abschnitte 
einige wichtige KtmBtniktionen, die sich anf ihre Erzeugang' 
und die Zeichnung von Tangenten beziehen, zusammen- 
Btellen. Auf ausführliche Äbleitnngen nnd Beweise soll 
dabei echoa der Ranmeispamia halber nicht eingegangea 
werden; vielmehr müssen die Begründungen für die Sätze, 
auf denen die zeichnerischen Darstellungen beruhen, fast 
immer als bekannt vorausgesetzt werden. 

Wird ein in der Horizontalebene 77^ gelegener 
Kreis vom Radius AM (Fig. 209) um die erste Spur s^, 
einer zu 77, senkrechten und gegen n^ unter dem Winkel a 
geneigten Ebene 9iO@ gedreht, bis er in die letztere fällt,. 
so ist der An^fs des Kreises in der neuen Lage gegeben 
durch die in die zweite Spur s, der Ebene fallende 
Strecke B^'A^' = B^A^- Irgend ein Punkt der zugehörigen 
ersten Projektion kann dadurch bestimmt werden, dafs man 
durch einen Punkt, z. B. i*,' des Aufrisses das Lot zur 
OX-Ächse zieht und dieses mit der durch den entsprechen- 
den Punkt I>^ des Kreises zu OX gezogenen Parallelen im 
Punkte £>,' schneidet. Die so entstehende Kurve, welche 
den Gmndrifs des gegen IT, geneigten Kreises darstellt, 
ist eine Ellipse, deren grofse Halbachse M^'D^' gleieli 
dem Radius des Kreises ist, während die kleine Halbachse 
M^'B^' gleich der Horizontalprojektion des unter dem Winkel et 
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gegen iz, geneigten EieiBradinfl ist Der Abstand irgend 
eines ElUpsenponktes von der zu OX paralleleo kleinen 
Aclise ist gleich dem Abstand des entsprechenden Kreis- 
ponktes von dem za OX parallelen Durchmesser des Kreises. 
Der Abstand irgend eines Ellipsenpnnktes von der -zu OX 
senkrechten grofsen Achse ist dagegen in demselben UaTse 




kleiner als der Abstand des entsprechenden Kreispnnktes 
von dem zu OX senkrechten Ereisdnrehmesser, wie die 
kleine Halbachse sieh zum Kreieradius oder zur grofsen 
Halbachse der Ellipse Terhält. 

Dem Tangentenquadrat E^F^G^H^^, dessen Seiten den 
Kreis in den Endpunkten der zu OX parallelen und senk- 
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tecbten Durchmesser berühren, entspricht bei der Ellipse 
da3TangeDtenreehteck£^'^j'6j'/f^', dessen zn den Ellipsen- 
aehiien parallele Seitenpaare die Kurve in den Endpunkten 
der grofsen nnd kleinen Achse bertthren. Irgend einem 
anderen Tangentenqnadrat des KreiBea, z. B. P, Q, Ä^ S^ , 
entspricht bei der Ellipse ein nicht rechtwinkliges Tangenten- 
parallelogramm , nämlich P^" Q^' R^' S' Die Bertlhrtmgs- 
ponkte der ParaUelogjanunseiteQ sind die Endponkte der- 
jenigen Ellipsendurchmesser J^y ^i' aaiJ^'Kj^', welche die 
Projektionen der beiden zu den Seiten des Tangenten- 
qnadrats P^ Q^ R^ S^ parallelen nnd daher zn einander senk- 
rechten Kreiadorchmeflser i^iV^ uai J^K^ sind. Jedes Paar 
von EUipsendurchmessem , welches einem Paar von auf- 
einander senkrechten Kreisdorchmessem entspricht, ist ein 
Paar „konjugierter Durchmesser". G^enau so wie im 
Kreise der Durchmesser L^ N^ die zum Durchmesser J, K^ 
parallelen Sehnen, z. B. 2", ü^ halbiert, wird bei der Ellipse 
jede zum Durchmesser Jj'Äj' parallele Sehne, z, B. T^' U ' 
von dem konjugierten Durchmesser /-^'A^i' halbiert. Die 
Tangenten in den Endpunkten irgend eines ElUpsendurch- 
measers sind parallel dem konjugierten Durchmesser. 

Der in der Ebene 11^ gelegene Kreis und die ihm ent- 
sprechende Ellipse sind affine Gebilde, deren A£Gnitäts- 
achse die erste Spur «^ der Ebene 9iD@ isi Die Ver- 
bindungslinie zweier Punkte der Ellipsenebene trifft die Ver- 
bindungsgerade der entsprechenden Punkte der Kreisebene 
in einem Punkt der AfSnitätsaebse. So schneiden sich 
M^ W^ und M^' W in m, femer T^ U^ und T,' &,' in U, 
P, a und i\' Q/ in D, a. s. w. 

Diese letztere Eigenschaft läfst sich oft in vorteilhafter 
Weise bei Konstruktion der Ellipse verwerten, wenn man 
die Lage eines Punktes der Ellipse, z. B. des Mittelpunktes 
kennt. Man zieht den Kreisdurehmesser J^K^, der s^ in 
^ trifft j dann erhält man in ^M^ deu enteprechenden 
Ellipsendurehmesser, welchen die durch K^ und J^ zu OX 
gezogenen Parallelen in den Ellipsenpnukten K^ und <// 
schneiden. Weitere Ellipsenpunkte lassen sich in beliebiger 
Zahl vermittelst hinreichend vieler zu J^ K^ bezw. J,' Ä,' 
gezogener Parallelstrahlen bestimmen. 

Zeichnet man mit dem Radios M^ D^ um B^' oder A^ 
den Kreis, so wird die grofse Achse in zwei merkwürdigen 
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PaDkteo, den sog. Brennpunkteo %' und ^' geschnitten. 
Jeder Ellipsenpnnkt hat die Eigenschaft, dafe die Samme 
seiner Abstände von den beiden Brennpunkten 
konstant, and zwar gleich der grofsen Achse der 
Ellipse ist. 



§ 74. Konstruktion der Ellipse ans den Hauptachsen. 
Die zagehörigen Tangentenkonstrofetionen. 

Eine Ellipse soll aas den beiden Hauptachsen 
konstruiert werden. 

Es sei (Fig. 210) MA^ =^ a die grofae und' MB^ = h 
die kleine Halbachse. Fafst man die zu konstruierende 




Ellipse als gerade Parallelprojektion eines Kreises auii dessen 
Badins gleich der grofsei) Halbachse der Ellipse ist, so 
mttssen die einzelnen Ellipsenpunkte dadurch resultieren, 
dab man die senkrechten Abstände der Punkte des ge- 
nannten Kreises TOn einem seiner Durchmesser im Ver- 
hältnis b : a Yerkürzt (vgl. § 73). Zu dem Zweck werden 
am M die Kreise mit den Radien MA^ und ^B, ge- 
zeichnet; zieht man dann irgend einen Radius MÜ des 
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Sofseren Kreises, so wird derselbe im Ponkte C" dateh 
den ianeren Kreis im Verhältnie MC" : MC = h:a geteilt; 
mittÜB teilt aneh die dnrcli C" zu A^ A^ gezogene Parallele 
das Lot et; im VerhältnisBe C^CiC^C = b:a, ao dafs 
C ein Pankt der Ellipse ist. 

Der aber der grofsen Acbse A^A^ als DurchmesBer 
gezeichnete Kreis heifat der „Haaptkreis" der Ellipse. 

Die Fig. 210 läöt sich auch in der Art anffassen, dafs 
der Hanptkreis der Ellipse zunächst zur Haltte oberhalb 
und ZOT Hälfte unterhalb der EUipsenebene liegt, die letztere 
in der grofsen Achse ^4^ .^ durchsetzt nnd sehliefslieh mn 
die grofse Achse in die Ellipsenebene hineiogedrdit ist. 
Dann würden CG, G'G, H' H die Endlagen der allerdings 
Terktirzten Lote sein, welche die Punkte C, G', H' der 
Ereisperipherie aof die EUipsenebene projizieren. 

Kreis und Ellipse stehen aoch in der vorliegenden Dar- 
stellnng wieder im Verhältnis der afßnen Verwandtschaft 
za einander; die AfOuitätsachse ist in diesem Falle die als 
Schnittgerade der Kreis- und EUipsenebene figurierende 
groüie Achse A^A^. 

Hierauf gründen sich die folgenden beiden Tangenten- 
konsüitktionen. 

1, Es ist die Tangente in einem gegebenen 
Ellipsenpunkte D zu konstruieren. 

Das durch D zur grossen Achse gezogene Lot trifft 
den Hanptkreis in i/ (Fig. 210). Die durch D' an den 
Kreis gelegte Tangente schneidet A^ A^ in E. Die Gerade 
ED ist die verlangte Tangente. 

2. Von einem gegebenen Punkte P anCserhalb 
der Ellipse sollen die Tangenten, an die Ellipse 
gezogen werden. 

Dem Punkt P der EUipsenebene entspricht ein Punkt P' 
der Kreiflebene (Fig. 211), dessen Abstand P'P^ von jI, ^4, 
zu PP^ im Verhältnisse a : b steht. Die Gerade PB^ 
schneidet A^A^ in C. Verbindet man C mit dem B ent- 
sprechenden Punkte B^, so schneidet CB^, wie leicht er- 
sichtlich ist, die Verlängerung von P^P Über P hinaus in 
dem P entsprechenden Punkte F. Die von P ans an den 
Kreis gehenden Tangenten sind f D^' und P'D^'. Die 
entsprechenden EUipsentangenten PD^ und PX>, erhält 
man dadnich, dafs man entweder durch die von D^' und 
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D^' zur grofsen Achse gezogenen Lote die BerUhrUDge- 
pnnkte i>, und D^ anf der Ellipae beatimmt oder, wie es 
■ebenfalle iQ Pig. 211 für eine der Tangenten ausgefBÄrt ist, 




'dadnreh, daTe der Sehnittpnnkt der Kreiatangente und der 
^rofeen Achse mit dem gegebenen Punkte -P verbunden wird. 
Bei Benntzang der Brennpunkte fällt die Kon- 
struktion der Ellipse aus den beiden Hauptachsen folgender- 
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maTsen ans: Dnrch den Kreis mit HA^ nm B^ verdea 
zoDtäclut auf der gtofsen Achse A^A, die Breonponkte F' 
aod F" aasgeflchDitteD (Fig. 212). Dann teilt man die 
Strecke A^A, ganz beliebig in zwei Teile A^^L tmd A^I* 
nnd zeichnet vm jeden der beiden Brennpnnkte mit .^X 
ond ^,X die Kreise, deren vier Sdinittponkte C^, C^, Cg, C^ 
Punkte der Ellipse sind. Da im Allgemeinen jede TeÜimg 
der Strecke A^^A^ vier EUipsenpnnkte liefert, so genagen 
einige wenige solcher Teilongen, um dnrcb eine Anzahl von 
genau konstruierten Funkten den Verlaof der zu den ge- 
gebenen Achsen gehörigen Ellipse festzustellen. 



§ 75. Konstruktion der Ellipse ans zwei 
koigngierten Durchmessern. 

Die im Torigen Paragraphen behandelte An^be ist 
ein besonderer Fall der unnmehr zn erörternden A&fgabe:. 
eine Ellipse ans zwei konjngierten Durchmeasera 
zn konstruieren. 

In Anlehnung an § 73 läfst sich hietfttr die folgende 
Lösung geben: ^ seien (Fig. 213a) E^F^ und G^H^ zwei 
beliebige zu einander senkrechte Kreisdurchmesaer, denea 
die beiden konjngierten EllipsendnrehmeBaerJEj'J'i' und G('Ä^,' 
entsprechen. Das zn den beiden KreisdurehmesHem gehörige 
Tangentenquadrat ist N^F^QJR^, das entsprechende zn den 
EUipsendnrchmessem gehörende Tangentenparallelogramm 
ist Aj'Pj'Qi'Ä^'. Es sei3/,J, der «te TeU youM^F^ und 
Pjij der nte Teil TOn P^F^. Da dann AM^H^J^ 
^£^P^L-G- ist, ist ^MjH^J^ das Komplement zum 
Winkel B^G L-, folglieh mufs ^GK^B^^l R sein^ 
d. h. der Punkt a, ist ein Punkt der KreiBperipherie. 

In der Ebene der Ellipse entspricht der Strecke St^J^ 
die Strecke M^'J^' als nter Teil von ^t'F' und ebensO' 
ist die P,L^ entsprechende Strecke F, L. der nte Teil 
TOn F'F^ ; nur ist jetzt nicht mehr P, i, gleich M^J^^ 
Dem Ereispunkte K^ entspricht der Ellipsenpimkt K^. 

Für die Konstruktion von K^ ergiebt sich somit das 
folgende Verfahren: Man teile den gegebenen Halbmesser 
M^F' der Ellipse in n gleiche Teile nnd ebenso die zu 
dem konjngierten Halbmesser .A(,'6j' parallele Halbtangente 
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Pj'J*/ in K gleiche Teile, verbinde dami Z?,' mit dem Mj^ 
zmiächet liegendeß Teilponkte </,' und den Pnnkt G' mit 
dem Pj zunächst liegenden Teilpimkte i/. Der Sclinitt- 
paukt von H^'J^' nnd G^'L' ist der Ellipsenponkt K^'. 
Ganz analog ergeben sich andere Ellipsenpankte, wemi die 




zweiten, dritten .... Teilpnnkte anf M^' F^ und i^'^^' 1>€- 
natzt werden. 

Die ganze DDrebftUimDg der KonstroktioD nach den 
Torstehend entwiekelten Geeiehtepnnkten enthält Fig. 213 b, 
wo Ä^Ä^ nod B^B^ die beidea gegebenen koiyagierten 
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Durchmesser nnd. Jeder der beiden Halbmesser MA^ mfl 
MA^ sowie jede der Halbtangenten A^ C, A^ F, A^D, A^B 
ist b 4 gleiche Teile geteilt Die Punkte P, F', P" des 
oben rechts gelegenen EUipsenzoges ergeben sich als Schnitt- 
punkte von B, G, S, Ö', J?, G" mit bezw. B^ H, B^ B", _B, H"; 
die Punkte Q, Q', Q" des rechts unten gelegenen Kurven- 
zages sind die Schnittpunkte von B^ G, B^ G', B^ G" mit 
bezw. B.K, B^, B^K". Entsprechend ergeben sieb die 
Punkte R, R, R' des links oben befindlichen Ellipsenbogens 
durch Kombination von B^J, B^J', B^J" mit bezw. B^L, 
B^U, B^L" und endlich die Punkte 5, S', S" des unten 
links gelegenen Teiles dnrcfa Kombination von B^ J, B^ J', 




B^J" mit bezw. B^N, 5,iV, B^N". Die erhaltenen Punkte 
werden durch einen stetigen Linienzug verbunden. 

Mit Hülfe koi^ngierter Durchmesser ist auch die Auf- 
gabe It^bar, fttr eine gezeichnet gegebene Ellipse 
die Lage des Mittelpunkts und der Hauptachsen 
zu ermitteln. 

Man zieht zwei parallele Sehnen DE nnd FG (Fig. 214). 
Die Verbindungslinie KL ihrer Mittelpunkte B und J ist 
ein Durchmesser, mithin ist die Mitte M von KL der 
Hittelpunkt der Ellipse. Die Lage der Hauptachsen ergiebt 
sich durch Beachtung der Thatsache, dafs jeder mit der 
Ellipse^ konzentrische Kreis, welcher die Ellipse überhaupt 
schneidet, die Ellipse in vier paarweise 2u den Hauptachsen 
symmetrisch gelegenen Ptmkten schneidet 
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Man hat daber um den bereits gefDodenen Pnukt M 
einen derartigen geeigneten konzentrischen HOlfskreis za 
aeidinen, der die Ellipse etwa in den Punkten N, P, Q, R 
triffl. Das anf NP errichtete Mittellot SM liefert dann die 




kleine Hauptachse B^B^, die durch M zn NP gezogene 
Parallele die grofse Haoptachse der Ellipse. 

Mittels konjugierter Durehmesser soll in einem 
gegebenen ElUpsenpunkt i* die Tangente beetimmt 
werden. 




Die Lßsnng dieser Anfgabe beroiit aof dem Satze, dafs 
die Tangente im Endpunkt eines Ellipsendurchmessers dem 
konjugierten Durchmesser parallel ist (s. § 73). 
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Zn dem nach P gebenden Durchmesser BP (Fig. 215) 
wird die parallele Sehne CD gezogen, durch deren Mittel- 
punkt JEJ der zQ BP konjn^erte DnrchmeBBer FG geht. 
Die durch P zu FG gezogene Parallele HP ist diÖ gemiehte 
Tangente. 



§ 76. Die Gegenpnnfete der Brennpunkte in ihrer 
Bedeutung für Tangentenkonstruktionen. 

In der Lehre von der Ellipse wird bewiesen, dafe die 
im BerUbrnngspankte C (Fig. 216a) anf einer Ellipsea- 




tangente HG errichtete Senkrechte CD den Winkel der 
beiden von C nach den Brennpunkten F und F" gebenden 
Brennstrahlen halbiert. 
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Daher kann die Aufgabe, in einem Ellipsen- 
ponkte C die Tangente zq zeichnen, ancli wie folgt 
gelöBt werden: Man konstruiert die HalMernngalinie CD 
deB Winkels F'CF" und errichtet in C auf CD das 
Lot GH. — 

\rird F"C Über C hinan« uro g'C^F' C verlängert 
und ^' mit F' verbunden, so ist ^ ^' CG = ^ F" CG- dem- 
nach wird die Basis ^'F" des gleichschenkligen Dreiecks 
F'^'C durch die Tangente GH halbiert und g' ist der 
Spiegelpunkt oder „Gegenpunkt" des Brennpui^ts F" in 
Bezug auf die Tangente GH, Einen solchen Gegenpnnkt 
besitzt jeder Brennpunkt in Bezug auf jede einzelne Tangente. 
Da F'C-\- F" C gleich der grorsen Achse A^ A^ der 
Ellipse ist, so ist auch die Entfernung des zum Brennpunkt 
F' gehörigen Gegeopunktes 5' vom anderen Brennponkte F" 
stets gleich der grofsen Ellipsenaehse. Es gilt der Satz: 
„Der geometrische Ort der Gegeupuukte des einen 
Brennpunktes ist der mit der grofsen Achse als 
Radius um den anderen Brennpunkt gezeichnete 
Kreis." 

Der HalbieruDgspunkt J von %'F' ist daher vom 
Mittelpunkt M der Ellipse um die halbe grofse Achse 
entfernt, weil JM als Mittelparallele zu %'F" im Dreieck 
^'F'F' gleich {^'F" =^^A^A^ ist. J ist demnach ein 
Punkt des Hauptkreises. Dies liefert den Satz: „Die 
Fnfspunkte der von den Brennpaukten auf die 
Tangenten gefällten Lote liegen auf dem Haupt- 
kreise." 

Jeder Punkt P der Tangente hat vom Brennpunkt F' 
and dem Gegenpunkt g' gleiche Abstände, da das Dreieck 
^'PF' stets gleichschenklig ist. 

Auf Grand dieser letzten Bemerkung ergiebt sich folgende 
Losung für die Aufgabe, von einem Punkte P anfser- 
halb einer Ellipse die Tangenten an die Ellipse zu 
ziehen. 

Man zeichnet nm P mit PF' den Kreis, der den om 
F" mit der grofsen Achse gezeichneten Kreis der Gegen- 
punkte in 5i' and g^' schneidet. Die von P aufJJ/i^' 
und %^'F' gefällten Lote sind die beiden von P aasgehen- 
den Tangenten. (Fig. 216b f. S.) 
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Fig. 216a giebt docIi Anlafs zu einer weiteren 
EUipseDkonstraktion. 

Der Knireupiiiikt C ist oiTenbar als Schnittpunkt des 
zu -P"5' gehörigen Mittellotea JE nnd der Strecke i^'g' 
völlig bestimmt, sobald die Länge der grofsen Achse 
A^ A^ = F""^' sowie die Lage der Brennpiiokte be- 
kannt igt. 

Um hiernach die Enrre zn zeichnen, zieht man zonäehst 
am F" mit A^A^ deö Kreis der zn F' gehörigen Gegen- 
pnnkte, verbindet dann (Fig. 217} beliebig viele Punkte 
E, E', E" . . . der Peripherie dieses Kreises sowohl mit F' 
als auch mit F" und errichtet in den bekanntlich aof dem 
Hauptkreise gelegenen Mittelpunkten Z>, />', If" . . . von 
bezw. FE, F'E', F' E" ... auf diesen Strecken die Lote, 
welche F"E, F"E', F'E" . . . bezw. in den Ellipsen- 
punkten C, C, C . . . schneiden. 
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§ 77. Konstraktion der Ellipse durch einhüllende 
Tangenten. 

Ans Fig. 216a weifs man, dafs der Fnfspunkt J dea 
7om BreBQpnnkte F" auf die Tangente GH gefällten Lotes 
aaf dem Hanptkreise liegt. Das Entsprechende gilt Ton 
dem Fnfspnnkt des von F" auf GH gefällten Lotes. 

Werden daher durch die Brennpunkte F' und F" einer 
Ellipse zwei parallele Sehnen des Hanptkreiees J'K" and 
J"1C' gezogen, so sind die Verbindnngslinien J'J" und 
IC Ä" der auf derselben Seite der grofsen Achse gelegenen 
Sehnenendpnnkte Tangenten der betrachteten Ellipse 
(Fig. 218a f. S.). 

Legt man daher dnreh die Brennpnnkte beliebig Tiele 
Paare solcher FaraUelsehnen, so erhält man damit eine 
ebenso grofse Anzahl roia Ellipsentangentenpaaren, deren 
Gesamtheit die Kontnr der Ellipse eng umschliefst. Die 
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Fli- Slam. 

Ellipse wird von der Gresamtfaeit der Tangenten eingehüllt, 
and man spricht in diesem Sinne von einer Konstruktion 
der Ellipse dnrch einhüllende Tangenten. 

Fig. 218b enthält die voUatändige Ausfuhrung der 
Konstruktion. Die Ellipse selbst ist (üibei nicht besonders 
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nacbgezeichnet worden. Sie erscheint rielmehr ibrer ganzen 
Entstehung nach als Polygon, dessen anfeinanderfolgende 
Seiten kleine Strecken der einander folgenden Taugenten sind. 

Auch hieran schliefst sieb leicht eine Lösimg der Auf- 
gabe an, von einem Punkte P aufserbalb der Ellipse 
die Tangenten an, die Kurve zu ziehen. 

Schneidet eine von P an die Eaire gebende Tangente 
den Hanntkreis der Ellipse in C und 1/ (Fig. 219), so 
mttssen die Dreiecke PrC und PF'I/ bei C bezw. U 
rechtwinklig sein. Daher ist folgende Tangentenkoaetruktion 




möglich: Der über PF' als Dorchmesser gezeichnete Kreis 
sehneidet den Hauptkreis in C und C", Die Geraden PC 
und PC" ftind die beiden von P ausgebenden Tangenten. 
Ebenso gut kann natUilicb der Hber PF" als Durchmesser 
konstruierte H&I&kreis benutzt werden, dessen Schnittpunkte 
mit dem Hanptkreise D' und i/' sind. £a liegen dann 
«inerseits P, 1/ und C, andererseits P, C" und I/' in 
gerader Linie. 



S«bita«T, DinUUrad* QasDati 
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§ 78. Die Ellipse als schiefe Parallelprojektion 
des Kreises. 

Wird ein Kreis dnieh parallele ProjektioDsstrahlen, die 
unter beliebigem Winkel gegen die Projektionsebene geneigt 
sind, projiziert, so erbSlt man als Projektion des Kreises 
anoh wieder im Allgemeinen eine Ellipse. 

Wir nehmen in Fig. 220 senkrecht zur Zeiehenebeue 
einen Kreis an, dessen gerade Paratlelprojektion anf die 
Zeichenebene die dem Kreisdarchmesser gleiche Strecke 
-4^5, ist. Der Mittelpunkt M dieses Kreises möge von der 
Zeicbenebene den senkrechten Abstand MM haben. Wir 




wollen nun den Kreis dnrch schräge Parallelstrahlen so anf 
die Zeichenebene projizieren, dafs die Projektion des Kreis- 
mittelpnnktes M in den Punkt M' der Zeichenebene Mit. 
Der zur Zeichenebene parallele Kreisdurchmesser AB hat 
dann als Projektion die durch M' gebende, zn AB oder 
A^B^ parallele und an Gröfse A^ gleiche Strecke ^'fi*. 
Die Projektion C D' des zur Zeichenebene senkrechten 
Kreisdurchmessers CD mufs in die Gerade M[M' fallen^ 
da die schräge Projektion des ebenfalls dem genannten 
Kreisdurchmesser CD angehörenden Punktes M^ mit M^ zu- 
sammenfallt. Die Lage der Punkte C und 1/ bestimmt sich 
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dadurch, dafs sich M^M:M^C:M^D = M^M'-.M^C-.M^iy 
verhalten mofs. 

Denken wir uns nun den betrachteten Kreis um -A^B^ 
in die Zeichenebene aing:elegt, so kommt der Kreis in der 
letzteren in die in Fig. 220 gezeichnete Lage nnd der Mittel- 
punkt M sowie die vorher genannten Punkte Ä, B, C, D 
des Kreisnmfanges werden in die Punkte M^, A^, B^, C^, D^ 
der Zeichenebene übergeführt. Die Verbindungslinien 
A^A, M^M', B^B" sind dann parallel, weil A^B^ || A' B' 
und ieimiA„M^ = 31^B^=A'M'=M'B' ist. C^C und 
B^iy sind parallel zu M^M', weil M.C^ : M,M^ : M-D. 
^M^C:M^M:M^D^M^C:M^M'.M^D' ist. 

Man sieht also, dafs die Punkte A', S , C, D' erhalten 
werden, wenn die Punkte ^4^, B^^, C^, D^ durch die zu 
M^M parallelen Strahlen A^A\ B^B, C^C,D^I/ anf die 
durch ^j, A/( nnd B^ gehenden, zu M^ M parallelen Strahlen 
projiziert werden. 

Anstatt also den Kreis in seiner ursprünglichen Baum- 
lage durch das anfangs gewählte räumliche Parallelstrablen- 
System von der Richtung MM' auf die Zeichenebene 
zu projizieren, kann man den in die Zeiehenebene um- 
gelegten Kreis innerhalb der Zeichenebene durch das ebene 
Parallelstrahlensystem von der Richtung M^M projizieren. 
So gewinnt man zu jedem einzelnen Kreiapmikte einen zu- 
gehörigen Projektionspnnkt. Die stetige Verbindung aller 
Projektionspunkte liefert dann als Projektion der ganzen 
Kreislinie im Allgemeinen eine Ellipse. 

Den beiden auf einander senkrechten Dorchmessern 
A^B,^ und C(,i?o des Kreises entsprechen die beiden kon- 
jugierten Ellipsendurchmesser .i4'^ nnd CU. Da auch die 
Hauptachsen der SlUpse, deren Lagen man zunächst nicht 
kennt, ein Paw konjugierter Durchmesser vorstellen und 
mithin einem Paar orthogonaler Kreisdurchmesser entsprechen 
müssen, so liegt die Frage nach der Auffindung der Haupt- 
achsen nahe. 

Beachtet man, dafs der in /T, umgelegte Kreis und 
seine Projektion, die Ellipse, affine Figuren sind, wie man 
unmittelbar ans Fig. 220 erkennt, so müssen die zu er> 
mittelnden Hauptachsen die ihnen entsprechenden Kreis- 
durchmesser in zwei Funkten J und K. der AfSnitätsachse 
treffen. Die AfOnitätsacbse ist nun die Gerade A^B^. 
17» 
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Wegen der Kecbtwinkligkeit der beiden Dreiecke JM^^K 
ood JM K folgt, daTa M^ and M' anf dem über JK als 
DorehmeBaer gezeichneten Halbkreise liegen mOssen. 

Der Mittelpunkt N dieaea Halbtreiaea iat der Schnitt- 
punkt des zu M^M' gehSrigen Mittellotea mit Ä^B^. Da 
M^M' bekannt ist, ao iat N nnd folglich auch der Halb- 
kreis selbst konatmierbar. Die Schnittpunkte des Halb- 
kreises um N mit Ä^B^ sind dann gerade diejenigen Funkte 
J and K, anf deren Verbindungslinien mit dem EUipsen- 
mittelpnnkt M' die Hauptachsen E'F' und G' H" der Ellipse 
liegen. 



§ 79. Konstruktion der Hyperbel als Ort eines 
Punktes mit konstanter Äbstandsdifferenz. 

Wie die Ellipse als Ort eines Punktes definierbar ist, 
dessen Abstandssumme von zwei festen Punkten konstant 
ist, ist die Hyperbel der Ort eines Punktes, dessen 
Äbatandsdifferenz von zwei festen Punkten immer 
denselben Wert 2a hat. 



Die beiden festen Punkte seien F' und F" (Fig. 221a) 
und sollen als „Brennpunkte" bezeichnet werden; ihre 
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Verbmdnngslinie F'F" ist die „Hauptachae". Die Ent- 
femang F'F" mnfs etete gröfser sein als die konstaate 
Differenz 2 a, Der mit der halben gegebenen Differenz a 
xaa den Mittelpunkt M von F'F" gezeichnet« Kreie, der 
Hanptkreis, trifit die Hauptachae in den auf der Stecke 
F'F' gelegenen Punkten A^ und Ä^, welche auf der zu 
konfitmierenden Kurve liegen. Denn es ist z. B. ftlr A^ 
die AbatandBdifferenz von F' und F" gleioh: F"A^ — F'A^ 
= F"A^-\-A^A^—F'A =A^A,= 2&, da F"A^^FA^ ist. 

Irgend welche andere Punkte der Hyp^'^el werden er- 
halten, wenn man um F' und F' Kreise mit den Radien 
LA^ und Z,A^ zeichnet. Ftlr jede Wahl des Punktes L 
ergeben sich vier Knrvenpankte. Durch stetige Verbindung 
^ler so konstraierten Punkte ergiebt sich eine aus zwei 
Asten bestehende Hyperbel von der in Fig. 221a ge- 
zeichneten Form. Die beiden Äste der Hyperbel schneiden 
die Hauptachae in den beiden bereits genannten zwischen F' 
and F" gelegenen Punkten A^ und A^. Die durch M gehende, 
siu A^A^ senkrechte Gerade B^-B^ wird von der Kurve 
nicht geschnitten. Alle Punkte der Kurve liegen auTserhalb 
des Parallelstreifena, welcher von den beiden durch A^ und 
Ag gehenden, zu Aj^A^ senkrechten Geraden P,Q, nnd 
P, Q, begrenzt wird. Die Kurve ist symmetrisch m Bezog 
auf A^ A^ nnd B, B^, wie auch in Bezug auf M. Der Pnnkt 
M wird daher der „Mittelpunkt" der Hyperbel genannt. 

Die Hyperbel ist nicht, wie die Ellipae, eine im End- 
lichen geachloasene Kurve. Ihre Aste nähern sich von A^ 
und A^ ausgehend immer mehr zwei bestimmten durch M 
gehenden und znr Hauptachse symmetrisch gelegenen 
Geraden &, /^, und G^H^, ohne dieselben indessen im End- 
liehen jemals zu erreichen. Diese Geraden ff, H^ und Gj fi, 
heifsen die „Asymptoten" der Hyperbel. Man kann die 
Asymptoten konstruieren, indem man um M mit MF', der 
sog. „Exzentrizität", den Kreis zeichnet, welcher P^Qt 
nnd Pj Q, in den Punkten B^, D^, Dg, D^ schneidet. D^D^ 
und i>, ]J^ sind die beiden Asymptoten. Auf die Begründung 
dieser Konstruktion wird hier nicht eingegangen. 

Ist die Exzentrizität einer Hyperbel so gewählt, dafa 
das rechtwinklige Dreieck A/^,D, gleichschenklig ansßUlt, 
so sind die Asymptoten gegen die Hauptachse unter je 45" 
geneigl. Die Asymptoten selbst stehen dann auf einander 
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senkrecht. Die zu einem solchen Asymptotenpaar gehörende 
Hyperbel wird eine „gleichseitige" Hyperbel (s. Fig. 221b) 
genannt. 

Die eingangs genannte Bedingöng, dafs die gegebene 
Abstandsdifferenz 2 a kleiner sein mnrs als die Entfernnng 




der Brennpunkte, ist fUr die Konstraktion der Hyperbel 
notwendig. Anderenfalls würden nämlich die zur Konstruktion 
der Earve gewählten HHl&kreise sich Überhaupt nicht 
schneiden und somit gar keine Kuryeuponkte liefern. 



§ 80. Konjugierte Durchmesser der Hyperbel. 
Die zugehörige Taugentenkonstmktion. 

Wie bei der Ellipse liegen aneh bei der Hyperbel die 
Mittelpunkte einer Sehaar paralleler Sehnen auf einer dnreh 
den Mittelpunkt M gehenden Geraden oder einem Durch- 
messer. Das ist veranaehaulieht in Fig. 222a, wo die 
Verbindnngslime der Mitte G, und G, der Parallelsehnen 
7>j £, und i>j E^ der Durchmesser G^ G, ist. 

Zieht man nun die Farallelsehnen H^J^, H^J^ zu 
G, Gj, so liegen die Mitten K^, K^ dieser Sehnen auf einem 
Durchmesser K^ K^, der seinerseits wieder parallel zu den 
Sehnen D^ JE„ D^ E^ ist. 
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Zwei solche Dnrchmesser G, ff, und K^ K^ der Hyperbel, 
von denen jeder die ParallelsehneQ des andern halbiert, 
helTsen „konjugierte DarchmeBser", 

Des Weiteren läfst sich genau wie bei der Ellipse 
zeigen, daBs die in den Endpunkten i, und L^ eines Hyperbel- 
dureliniessers G^ ff, möglichen Tangenten P^ Qj und P^ Q^ 
allemal dem konjugierten Dorchmesser K^ Ä, parallel sind. 

Auf Grnud dieser Thatsaehe besteht folgende einfache 
Lösung der Aufgabe, in einem gegebenen Punkte L^ 
der Hyperbel die Tangente zu zeichnen. 




Man zieht (Fig. 222 a) zu dem Durchmesser ij-M die 
Parallelsehne H^J^ und verbindet deren Mittelpunkt Ä", 
mit M. Die durch i, zu ff^ M gezogene Parallele P^ Q^ 
ist die verlangte Tangente. 

Auch die Aufgabe, für eine gezeichnet vorliegende 
Hyperbel die Lage des Mittelpunkts und der Haupt- 
achse aufzufinden, ist durch Bennteung konjugierter Durch- 
messer lösbar. 

Man zieht zunächst (Fig. 222b) zwei beliebige Parallel- 
sebnen i?, ß, und I^^E^. Die Verbindungsgerade G^ ff, 
ihrer Mittelpunkte schneidet die Kurve in den Punkten H^^ 
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nnd H^. Der Mittelponkt M von H^ B^ ist der Mittelpunkt 
der Hyperbel. Die Lage der Hauptachse ergiebt sich auf 
Gnmd der Thateache, daTs jeder mit der Hyperbel kon- 
zentrisclie Kreis, welcher die Hyperbel überhaupt Bchneidet, 
die letztere in vier zur Haupt- und Nebenachae der Hyperbel 




symmetriseh gelegenen Punkten trifft. Man zeichnet daher 
mit geeignetem Radius einen solchen Ereis, dessen Sehnitt- 
ponkte mit der Hyperbel J,, J,, Jg, J^ sind. Die zu J^J^ 
durch M gezogene Parallele ist die Hauptachse A^ Ä^ , die 
zu Aj^A^ durch M gezogene Senkrechte die Nebenacbse B^B^. 



§ 81. Der Kreis der Gegenpunkte nnd seine 
Bedentnng fiir Tangentenkonstmktionen. 

Verbindet man i)^nd einen Hyperbelpunkt C(Fig. 223a) 
durch die zagehßrigen Brennstrahlen CF" und CF" mit 
den Brennpunkten und zieht mau femer in C die Tangente 
Gff an die Hyperbel, so wird der Winkel F'CF" durch 
die Tangente GH halbiert. Die durch C senkrecht zur 
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Tangente gezogene Gerade CD halbiert den za F'CF" 
geböriged Snpplementvnnkel KCF'. Auf den Beweis dieses 
Satzes soll hier nicht eingegangen werden. 

Das zur Tangente durch F' gezogene Lot triflrt CF" 
im Punkte ^'i ^^ welchen erstens C^' = CF' nnd zweitens 
%'F" = CF"~C^' = CF" — CF' = A,A^, also gleich 
der konstanten Abstandsdifferenz 2 a ist. Der Punkt ^' beifst 
der „Gegenpnnkt" des Brennpnnkles F' in Bezog anf die 
Tangente GH. Einen derartigen Gegenpnnkt hat F' in 
Bezug anf jede Tangente. Das Entsprechende gilt von F", 
Nach dem Vorstehenden mnfs dann der Satz gelten: „Der 




geometrißohe Ort der Gegenpunkte des einen Brenn- 
punktes ist der Kreis vom Radius 2a um den anderen 
Brennpunkt." 

Der Schnittpunkt J der Senkrechten F' %' mit der Tan- 
gente GS hat daher vom Mittelpunkt M der Hyperbel den 
Abstand J^Ü/^a, veilJM im Dreieck /*"g'i^" die zu g'.?"' 
gezogene Mittelparallele ist Der Punkt J liegt somit auf 
dem Hanptkreise. Infolgedessen besteht der Satz: „Die 
Fnfspnnkte der von den Brennpunkten anf die Tan- 
genten gefällten Lote liegen anf dem Hanptkreise. " 
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Jeder Pnnkt P der Tangrente GH bat vom Brennpunkt 
jp* nnd seinem Gegenpnnkt g' gleiche Abstände, weil das 
Dreieck F'P'^' gleichschenklig ist. 

Demnach erhält man folgende Lßsang für die Aufgabe, 
von einem Punkte F aus die Tangenten an die 
Hyperbel zu legen. (Fig. 223b.) 

Der nm P mit PF" gezogene Ereis schneidet den am 
F mit 2a gezeichneten Gegenponktekreis in g," nnd (5a"- 
Die von P auf /"'g," und F"%j" ge^Ilten Lote PG^ nnd 
PGj sind die verlangten Tangenten. Die Halbiernngapnokte 
J nad Lvon F"^^" und F"^^" sind Punkte des Hanptkreises. 




Rückt der ßerührongspunkt C der Tangente HG 
(Fig. 223a) in die Unendlichkeit, d. h. geht die Tangente 
in eine Asymptote über, so wird der Winkel F'C^ an 
der Spitze des gleichschenkligen Dreiecks F'Cg' schliefslieh 
gleich Null; folglieh sind in diesem Grenzfalle die Winkel 
CF'%' und C^'F' beide rechte Winkel. Daher wird d^in 
das Dreieck F'%'F' rechtwinklig bei %\ während seine 
eine Kathete %'F' gleich 2a ist. Die Mittelsenkrechte zur 
anderen Kathete F^' ist die eine Asymptote. 
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Hiernach ergiebt sich die in Fig. 223 e darchgeftthrte 
KoDstrnktion der Asymptoten: Man zeichnet über F' F" 
als DnrchmesBer den Kreta, welchen der nm F" mit %a als 
Uadius konstruierte Kreis in %^' nnd g^' triflft Die anf 
F g,' und f"^^ errichteten Mittelsenkrechteu sind die 
Asymptotea. 




Auf Grund der Fig. 223a ist noch die folgende 
Hyperbelkonatrnktion möglicii. 

Der Karvenpnnkt C ist offenbar als Schnittpankt des 
zu K 5* gehörigen Mittellotes nnd der Geraden F" 3' be- 
stimmt, wenn man die Länge der Hauptachse .4,^4,^5'/"' 
nnd die Lage der Brennpunkte kennt. 

Um eine beliebige Anzahl von Kurrenpunkteu zu er- 
halten, zeichnet man (Plg. 224) z.B. nm F' mit 2o den 
Gegenpanktskreis, verbindet dann die beliebig gewühlten 
Punkte £, E' , £" ... des GegenpunktskreiBes sowohl mit f 
als/" und zeichnet zv. F" E, F"E', F"E" ... die Mittel- 
lote, die die Verlängerungen von F' E, F'E\ FE" ... in 
den Hyperbelpnnkten C, C', C" ... treffen. 

Die Verlängerungen von F" E, F"E' ... treffen den 
Gegenpunktskreis noch in den Punkten J, J", J" . . .; die 
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MitteUote von f'J, F"J', F"J" . . . liefera zngammen mit 
F'J, F'J', F'J" ... die Kinrenpuiikte H, B', H'... 




§ 82. Eonstrnktion der Hyperbel durch einhflllende 
Tangenten. 

Da die Fofspunkte der zu den Tangenten gehörenden 
Brennponktslote auf dem Hanptkrelee liegen, bo läfst sieh 
jede Tangente der Hyperbel auffassen als VerbindnngsUnie 
der Endpunkte von zwei durch F' und F" gehenden paral- 
lelen Hauptkreissehnen. Es ist das, obgleich es im Prinzip 
schon aus Fig. 223a abgelesen werden kann, noch besonders 
dai^estellt in Fig. 225 a. 

J' K' und J" K" sind zwei parallele durch F' und F" 
gehende Hanptlureissebnen; J'J" und K' K" sind Hyperbel- 
tangenten. 

Werden daher durch F" und F" beliebig viele solcher 
Sehnenpaare gelegt, so ergeben sich ganz ebenso wie früher 
bei der Ellipse ebenso viele Tangentenpaare, welche die zu 
koostrnieiende Hyperbel eiDhUUen. 
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Anstatt die parallelen Geradenpaare tob F" und F" 
ans durch den Haoptkreis durchzuzielien, genügt es anch, 
wenn man von den Brennpunkten F" und F' ans beliebig 
viele Gerade bis zur Peripherie des Hanptkreisea zieht und 
anf diesen Stiecken in den betreffenden Punkten des Hanpt- 
kreises die Lote errichtet. Auf diese Weise ist die Zeichnung 
in Fig. 225 b entstanden, die, ohne dafs darin die Hyperbel 
selbst gezeichnet wäre, ein recht anschauliches Bild Yon der 
hinsichtlich ihres Verlaufes hinreichend durch ihre Tangenten 
bestimmten Eorve liefert. 




Endlich sei noch die in Fig. 226 dargestellte Kon- 
strnktion fUr Tangenten, die von einem beliebigen 
Punkte P ausgehen, erwähnt. Die Bichtigkeit dieser 
Konstruktion ist sofort einleuchtend. 

Mau schneidet den Hauptkreis mit dem beispielsweise 
Über PF' als Durchmesser gezeichneten Kreise in den Punkten 
C und C". Die Geraden PC und PC" sind die von P 
aasgehenden Tangenten. Genan so g:at hätte man auch den 
Hilfekreis tiber PF" benutzen können. 
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§ 83. Konstruktion der Parabel als Ort eines von 

einem gegebenen Punkte nnd einer gegebenen 

Creraden abstandsgleichen Pnnktes. 

In Fig. 227 ist F ein gegebener Punkt, AB eine ge- 
gebene Gerade. Um einen Pankt der Ebene zu finden, 
vreloher von A B nnd F gleiche Abstände hat, verbindet man 
einen beliebigen Punkt E von A B mit F nnd bestimmt den 
Schnittpunkt D des auf EF errichteten Mittellotes mit der 
in E auf AB errichte- 
ten Senkrechten. Durch 
Wiederholung dieses Ver- 
tahrens für beliebig viele 
Punkte von AB erhält 
man in der Ebene lauter 
in Bezug auf A B und F 
abstandsgleiche Punkte, 
deren stetige Verbindung 
eine „Parabel" ist. Der 
Pnnkt F ist der „Brenn- 
punkt", die gegebene Ge- 
rade ^Iß die „Leitlinie" 
oder „Direktrix" der 
Parabel. Die vom Brenn- 
punkt F anf die Leitlinie 
gefällte Senkrechte LC 
heifst „Achse" der Pa^ 
rabel. i^C ist der „Para- 
meter". 

Die Parabel liegt sym- pij 22; 

metrisch zor Achse und 

schneidet die letztere in einem Punkte S, für welchen 
SF=SC ist. Der Punkt S heifst der „Scheitelpunkt". 
Die in 5 anf der Achse errichtete Senkrechte JH ist die 
„Scheiteltangente". Alle Punkte der Kurve liegen anf 
derselben Seite der Scheiteltangente, auf welcher der Brenn- 
punkt liegt. 

Die Parabel ist ebensowenig wie die Hyperbel im 
Endlichen geschlossen; sie setzt sich, indem sie sich immer 
weiter von der Achse entfernt, bis in die Unendlichkeit fort. 
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InterressaDt ist, dafs sich die Paiabel sowohl ala 
Orenzfall der Ellipse wie dei Hyperbel auffassen 
Ufst. 

Hält man in Rg. 217 (S. 255) den Brennpnnkt F' fest, 
während der Brennpankt F" nach rechte bin anf der Achse 
immer weiter fortrückt, bis er eehlieeslieh ins Unendliche ge- 
langt, so gehen sowohl der Hanptkreis wie der Gegenpunkts- 
kreis in Kreise mit anendlich grofsen Kadien, also in zwei znr 
Achse senkrechte Geraden Über. Die nach dem nnendlleh 
fem gelegenen Brennpankt F" hingehenden Geraden EF". 
E'F', E" F" ... werden sämtlich parallel zur Achse, und 
da im übrigen schon bei der Ellipse für die Eurrenponkte 
C, C, C" ... die Beziehnngen: EC=CF, E'C' = C'F', 
E"C" = C"F . . , bestehen, so geht die Ellipse in dem be- 
trachteten Grenzfalle in eine Enrve über, deren Punkte von 
der ans dem Gegenpnnktskreise hervorgegangenen Geraden 
nud dem Punkte F' gleich weit entfernt sind. Aus der 
Ellipse wird also eine Parabel. 

Genan so kann man einen Grenzfall ans der die Hyperbel 
darstellenden Fig. 224 (S. 268) herleiten. 

Hält man den rechts gelegenen Brennpnnkt F" fes^ 
während F' anf der Achse nach links hin ins Unendliche 
wandert, so gehen anch hier sowohl der Hanptkreis wie 
aaeb der nm F' gezeichnete Gegenpnnktskreis in je eine zur 
Achse senkrechte Gerade Über. Die nach dem nnendlich fem 
liegenden Punkte i*" gehenden Geraden CE, C'E', CE":.. 
werden sämtlich par^el, und da bereits bei der Hyperbel 
EC= CF', E'C = C'F", E"C" = C" F' ist, so wird in 
unserem Grenzfalle aus dem rechten Aste der Hyperbel eine 
Korve, deren sämtliche Punkte von dem festen Punkte F' 
und der aus dem Gegen punktakr eise bervorgegangeneD 
Geraden gleiche Abstände haben; d. h. die Hyperbel geht in 
eine Parabel über. 

Die soeben an Fig. 217 und Fig. 224 besprochenen 
Grenzfälle liefern geradezu die in Fig. 227 gegebene Kon- 
struktion der Parabel. Zugleich ergiebt sich bei dieser 
SchluCsweiBe, dafs die in Fig. 227 auf Eingezeichnete Mittel- 
senkrechte GD eine Tangente der Parabel sein mufs. 

Verlängert man in Fig. 227 i? ö bis zum Schnittpunkt K 
mit der Achse und fällt man vom Parabelpunkt D das Lot 
DQ zur Achse, so ist stete SK=SQ. Denn da SF = EN 
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und F0= GE ist, mufa auch SG = GN b 
ist GS = iVQ nnd SK^iKQ=SQ. 

HieraoB etgiebt eich folgende einfache Konstruktion 
der Tangente in einem gegebenen Parabelpunkte D 
(Fig. 228). 




Man fällt vom Punkte D daa Lot D Q auf die Achse, 
macht SK~SQ und verbindet K mit D. 



§ S4. Die Leitlinie als Ort der Oegenpnnkte. — 
Die zugehörige TaBgentenkonstmktion. 

Da beim Übergänge von der Ellipse oder Hyperbel 
zur Parabel der Gegeupnuktskreis in die Leitlinie übergeht, 
80 ist die letztere bei der Parabel der geometrische Ort 
aller Gegenpnnkte des Brennpunktes in Bezug auf alle 
Farabeltangenten. Jeder Punkt P einer Parabeltangeate 
ist gleich weit von dem Brennpunkte F nnd dem KugehQiigen 
Gegenpuukte g entfernt. 

Hieraus ergiebt sieh fUr die Aufgabe, von einem 
beliebigen Punkte P die Tangenten an die Parabel 
zu ziehen, eine LOsnng, welche der im § 76 für die 

SiliiBdar, DmnUllial* OHiMtrl^ 16 
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Ellipse bezw. im § 81 ftlr die Hyperbel aogegebenen 
Lijaong genau entspricht. 

Uan zieht mit PF nm P den Kreis (Fig. 229), welcher 
die Leitlinie CD in ^^ and %^ achneidet. Die von P aaf 
F%^ nnd F%^ geMlten Lote P5, und PB^ sind die beiden 
von P ausgehenden Parabeltangenten. 
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Die SchDittpmikte ^, und % der TaDgenten mit den 
Strecken F^, und F^^ tnUseeD auf dem Analogon des 
EauptkreiseB liegen; das ist aber die Scheiteltangente, da 
der Hanptkreis der Ellipse bezw. Hyperbel bei der Ent- 
fernung des einen Brennpunktes ins Unendliche in die 
Scheiteltangente der Parabel übergeht. 

Folglich kann man die von einem Punkte P an die 
Parabel gehenden Tangenten auch nach Marsgabe der Fig. 230 
zeichnen. Man zeichnet über FF als Durchmesser den Ereis, 
der die Scheiteltangente in den Punkten 3, und 3^ trifft. 
-PS, und P3j sind die gesuchten Tangenten. 

Die Berührungspunkte .B, 
und B^ der Tangenten lassen 
sich in jedem Falle dadurch genan 
fixieren, dafs man die Oleichbeit 
der Strecken SQ^ ^SB^' und 
SQ^ = SB^' beachtet. 

Im Anschlurs hieran ergebt 
sich wiederum ohne Weiteres die 
Konstruktion der Parabel 
dnrch einhuUendeTangenten, 
wie sie in Fig. 231 dargestellt ist. 
Man verbindet beliebig viele 
Punkte C, C, C ... der Scheitel- 
tangente mit dem Brennpunkte F 
nnd errichtet auf i^C, FC\ FC" . . . 
die Lote CI>, CD', C" D" . . ., 
die sämtlich Paraheltangenten 
sind und, wenn sie dicht genug 
aufeinander folgen, die Kontur 
der Parabel liefern. Die Parabel 
selbst ist in Fig. 231 nicht ge- 
zeichnet. 




§ 85. Durchmesser der Parabel. 

Bei der Ellipse und Hyperbel liegen die Mittelpunkte 
paralleler Sehnen auf einem Durchmesser. RUckt nun mit 
dem einen Brennpunkt auch der Mittelpunkt in unendliche 
Feme, so wird der die Mitten paralleler Sehnen enthaltende 
Durchmesser schliefslich die Hauptachse erst im Unendlichen 

18* 
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treffen, also ihr paraUel werden. Demzufolge liegen bei 
der Parabel die Mitten paralleler Sehnen anf einer 
zar Parabelachse parallelen Geraden, welche ein 
^.DnrehmesseT" der Parabel genannt wird. Die Parabel 
hat unzählig viele DuichmesBer. 

Diesen Sachverhalt veranschaulicht Fig. 232; dort iat 
JOE der Dnichmesser, welcher die Sehnen von der Richton^ 
AB halbiert. 

Verschiebt maa die Sehne BA parallel mit sich Belbst 
bis zom Endponkte D des Durchmessers BE, so geht sie 
in eine zu BA parallele Parabeltangente über und wie bei 




der Ellipse oder Hyperbel besteht auch bei der Parabel der 
Satz, dafa die Tangente im Endpunkte eines Durchmessers 
den Sehnen parallel ist, welche der Durchmesser halbiert. 

Ans Fig. 227 (S. 271) ergiebt sich noch die weitere 
Folgerung, dafs die Tangente BK im Parabelpunkte B 
den Winkel zwischen dem Brennstrahle BF und der Ver- 
ISogerong EB des durch B gehenden Parabeldnrchmeasera 
halbiert, woraus sich auch wieder eine änfserst einfacbe 
TangeDtenkoDstmktios ergebt. 

Im AnschluTs hieran ergiebt sich leicht die Lösung fOr 
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die Aufgabe, für eine gezeichnet Torliegende Parabel 
die Achse, die Leitlinie nnd den Brennpunkt zn finden. 
Han zieht (Fig. 233) in nicht zu nahem Abstände zwei 
Paralielsehnen A B und A'R von übrigens beliebiger Richtung 
und konBtmiert den Durchmesser DC als Verbindangslinie 
ihrer Mittelpunkte C und 0. Das Mitteltot SL aof der 
senkrecht zu ZJC durch C gezogenen Sehne EG igt dann 
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die Achse der Parabel; der Punkt iS ist der Scheitelpunkt 
der Parabel. Die Lage des Brennpunkts F ergieht sich, 
wenn man im Punkte B die v\ AB parallele Tangente A"B" 
zieht, welche die schon vorher gezeichnete Scheiteltangente 
HJ in K schneidet. Das in K anf A"B" errichtete Lot 
schneidet die Achse der Kurve im Brennpunkte F. Die 
Leitlinie P Q verläuft parallel zu HJ im Abstände iVS = FS. 



§ 86. AngeD&herte Tangentenkonstniktioii bei 
beliebigen Karren. 

Oewissermafsen als kurzer Anhang dieses Abschnitts 
mögen einige wenige Betrachtungen folgen, die gelegentlich 
von Nutzen sind. 
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War bei deD Kegelschnitten die Eonetruktion von Tan- 
g;enten immer auf elemeDtare Weise genau möglieh, so ist 
die LSsuQg der gleichen Aufgabe bei beliebigen Kurven 
keineswegs immer auf elementarem Wege zu bewerkstelligen. 
Wohl aber läfst sich ein einfaches Ännäherongsverfahren för 
Tangentenkonstiuktiooen bei beliebigen Kurven angeben, 
welcheß für unsere zetchnerisehen Bedttrfnieee immer ausreicht. 

Um die Tangenten von einem beliebigen Punkte J* 
der Zeichenebene an eine beliebige in der Zeichen- 
ebene gegebene Kurve c zu ziehen, legt man (Fig. 234) 
durch P ein Strahlenbaschel. Der Strahl PB dieses BUseheU 
achneidet die Kurve in den Punkten A und B. Denkt man 
sich nun PD um den Punkt P nach rechts gedreht, so 



rücken die Schnittpunkte des Strahles mit der Kurve einander 
um 80 näher, je mehr die Crerade PD aus der Sekanten- 
lage au die Tangentenlage herankommt Hierbei beeehreiht 
der Mittelpunkt C der immer melir abnehmenden Sehne A B 
eine Kurve, die scbliefslich durch den Berührungspunkt Q 
der von P an die Kurve gebenden Tangente gehen mufs, 
da in der Tangentenlage die Punkte A, B und C in einen 
Punkt, nämlich den Berührungspunkt, zusammenrücken. 

Um hiemach eine Tangente von P aus an die Kurve 
zu legen, zieht man von P eine Reihe einander dicht 
genug folgender Strahlen PD, PD' . . . und verbindet die 
Mitten C, C ... der auf diesen Strahlen liegenden Sehnen 
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AB, A'B' ... durch eine stetige Kurve. Die Verbrndnogs- 
linie PQ des Schnittpunktes Q der HiHskurre und der ge- 
gebenen Kurve mit P ist die gesuchte Tangente. 

Fig. 234 stellt den Fall dar, wo nicht nur eine Tangente, 
Bondem drei Tangeuten yon P aus möglich sind. Dabei ist 
es belanglos, dafs die eine dieser Tangenten, oämlieh PR 
die Kurve Uberdies noch in einem Punkte T schneidet. 

Auch die Aufgabe, in einem gegebenen Punkte P 
die Taugente ao eine gegebene Kurve 2d zeichnen, 
gestattet eine LOsnng durch eine Annäherungskonstruktion. 

Man zieht um den gegebenen Punkt P einen Kreis mit 
passendem Radius PA und legt durch P eine Beihe von 
Kurvensekanten: PA, PB, PC, PE . . ., welche den Kreis 
in den Punkten A', B', C, E', ... schneiden (Fig. 235). 




THlgt man von diesen letzteren Punkten auf den einzelnen 

Sekanten die Sehnen PA, PB, PC, PE mit diesen 

gleich gerichtet ab, so erhält man auf den Kreisradien P.^', 
PB", PC, PE' ... die Teilpunkte P, B", G", E" ... Bei 
hinreicbend vielen Sehnen ergiebt sich durch stetige Ver- 
bindung der Teilpunkte P, B", C", E" . . . eine Knrve, 
welche den Kreis in 7>" schneidet. Dieser Punkt D" mnfa, 
falls er genau bestimmt wäre, auf der gesuchten Tangente 
liegen, da er einer Kurvensehne von der Länge Null zu- 
geordnet ist Selbstverständlich kann auch hier von absoluter 
Genauigkeit nicht die Rede sein, da die Konstruktion der 
in der Nähe von D" gelegenen Punkte wegen der flachen 
Schnitte der durch P gehenden zugehörigen Kurvensehnen 
mit beträchtlichen Unsicherheiten behaftet ist. 
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§ 87. Einiges tiber Rektifikation von Kurven, 
insbesondere des Kreises. 

Bei manchen später za behaodelndea Aufgaben kommt 
es darauf an, eine krumme Linie in eine elienso grofse ge- 
rade Linie zu vetwandeln, oder, wie man genöhnlieli sagt, 
zu „rektifizieren," 

Diese Rektifikation läfst sich zeichnerisch im Allgemeinen 
nur dadurch lösen, dafs man statt des betreffenden 
Kurrenstttckes einen gebrochenen Streckenzng von 
hinreichend vielen auf einander folgenden kleinen 
Sehnen rektifiziert. Werden dann die einzelnen Be- 
standteile dieses Streckenzuges, welche man meist einander 
gleich wählt, auf einer und derselben Geraden an einander 
anschliefsend abgetragen, so stellt ihre Summe angenähert 
die Länge der zu rektifizierenden Kurve dar. 




In manchen Fällen giebt es besondere Verfahrungs- 
weisen fOr die angenäherte Kektifikation, bei denen 
es nicht nötig ist, die betreffende Knrre durch einen 
approximativen Streckenzag zu ersetzen. Es gilt das ins- 
besondere vom Kreise. Wir geben im Folgenden von 
den verschiedenen bekannten Rektifikationsarten zwei wegen 
ihrer Einfachheit bemerkenswerte Methoden vrieder. 

Es sei SB (Fig. 236a) der im Kreise vom Badins 
M.D = T zum Zentriwinkel k gehörige Bogen. Dann ist 

-i-^^r- . TTT, wofflr man auch j52 ^ — ^yr re . (2 r) 

löv löU 
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. (2". r) sehieiben kann. Dem- 



180 ^ -' 180 

Dach ist -DS ebenso grofs wie der im Kreise vom doppelten 
Radius znm Zentriwinkel -„- gehörige Bogen, oder ebenso 
grofs wie der im Kreise vom vierfachen Radius znm Centri- 
winkel -j- gehörige Bogen, n. a. w. Da nao in Fig. 236a 

AB = AE=2r und ^DAB = ^\Bt, so iaiD^^SS. 

Der Endpunkt E des Bogens BE ist der Schnittpunkt des 
in D auf DB errichteten Lotes und der Winkelhalbierenden 
des Winkels DBC, wo BC die auf MB senkrechte Tan- 
gente des Bogens DB ist; denn erstens ist DE einfach die 
Verlängerung der auf Z>S senkrechten Strecke ^Z>. Zweitens 



-r, mithin EB die Winkel- 
4 
Der Unterschied zwischen 



SJ p 



iBt^DBC = -^ vJid^EBC = 
halbierende des Winkels DBC. 
dem Bogen BE und der Sehne 
BE ist kleiner als der Unter- 
schied zwischen dem Bogen 
DB und der Sehne DB. Der 
Schnittpunkt F des in E auf 
BE errichteten Lotes und der 
Winkelhalbierenden des Winkels 
EBC iBt der Endpunkt des DB 
gleichen Bogens vom Radius 4r, 
und der Unterschied des Bogens 
BF und der Sehne BF ist 
wieder kleiner als fllr den Bogen 
BE und die Sehne BE. Je 
öfter man die soeben ausein- 
andergesetzte Konstruktion ans- 
ftthrt, am so geringer wird der 
Unterschied zwischen Bogen und 

Sehne, und man kann dann ge- 

wohnlich schon nach etwa vier- 

bis fttn^aliger Ansfttbmng der Konstruktion statt des zu 
rektifizierenden Bogens die Sehne im Kreise vom Radius 
16 r bezw. 32 r setzen. 




282 I>le P&Tftllelprojektion. 

Fig. 236b zeigt die ÄDsführnog der Eonstrnktion 
für den Halbkreis vom Radins AM^r. Die Strecke 

(180 V 
■ I geliOrige Sehne im 

Kreise vom Radini 32 r. Der Halbkreis hat die Länge 
,Tr ^=3,14159 . ..r, die Sehne BJ hat, wie eine leiohte 
RechBtmg ergiebt, die Länge: 3,14033. ..r; der Unterschied 
iat somit 0,00126.. r. Wäre beispielsweise r^5 cm ge- 
wesen, HO wäre der Unterschied zwischen dem gegebenen 
Halbkreis und der Sehne BJ gleich 0,00630 ... cm geworden. 
Eine andere ebenfalls sehr bequeme Kreisrektifikation 
findet ihren Aasdmck in dem Satze: 

„Der Umfang eines Kreises ist angenähert 
gleich dem dreifachen Durchmesser, ver- 
mehrt am den fünften Teil der Seite des 
eingeschriebenen Quadrats." 
Die Begründung ist folgende: Der Kreisurafang ist 
K = 2rtr^ 6,28318... r, der fHnfte Teil der Seite des ein- 
geschriebenen Qaadrats ist qi=^ -^rV2 =0,2S28i ...r; 

demnach wird die Summe der Strecke q and des dreifachen 
Durchmeesers «= 6,28208 ... r, so dafs der Unterschied 
u — « ^ 0,00034 ...r- wird. Für r = 5 cm ist u — t 
= 0,00171 ... cm. 
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Prof. Dr. duBtav HolzmtUler. 

I. Band: Die Lehrsätze and Konstruktionen. Mit 283 Figuren. 

Preis broschiert Mk. 6.—, gebunden M, 6.60. 
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III. iSchluss-) Band im Druck, 



Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art dastehen, 
denn in so umfassender und gründlicher Weise ist die 
Stereometrie noch nicht behandelt worden. Das Wort 
„elementar" ist dabei so zu nehmen, dass die höhere Analysis 
und im allgemeinen auch die analytische Raumgeometrie aus- 
geschlossen bleiben, nährend die synthetische neuere Geometrie 
in den Kreis der Betrachtungen hineingezogen wird, soweit es 
die Methoden der darstellenden Geometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet 
worden ist, sind streng konstruiert und fast jede ist ein Bei- 
spiel der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue Stereo- 
metrie weit über das iJbUche Ziel hinaus, giebt neben den 
Lehrsätzen umfangreiches Übungsmaterial, betont die Konstruk- 
tion und die Berechnung gl eich massig und wird somit an 
Vielseitigkeit und Gediegenheit des Inhalts wohl von keinem 



der hervorragenderen Lehrbücher erreicht. 



Ausführliche Prospekte unberechnet und postfirei. 
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tfsBlIung dsr achl Gniodgleichungen. — Bedeülung 
Kilif») 
Abhängigkeit der Cylindrr- 



t. Abachoin: OnndlaK*!!- 

der acht Giundgleicli 
Ausgleichung (V. ' 



n der Frai 



er Kurbelrcihei 
I Ab.landidiai 



ifolge bei ■. 



irkurbeli 



n Kurbclwii 



elD und d. 



all vier Kuibeln. 
chnltt; VBUlge v«rtllutl* Am^riclians (Vertchwinden der primären 

Winkel und der Gewichie Lei dtel und bei rier' Cyliüdern. — Die Relalion 

bei flinf Kuibeln, 
chaia: IM« vsrbMMrte Schllokselie AnagleloliBdg (Verschwinden 



CyliDdentelliug SymmecrLe in den KurbelwinLeln lur Fol 

icbnitt: IH« TftUlEe AtU«lololiniIK iVenchwiDden del prin 
der primären kippenden, der sebundäten Tertikalen und 
kippenden Krüfle). — Unmöelichkeic dec Valuten Aus^eichi 
KurbeLu. — UnmogI ichkeil der völligen Ausgleichung bei ni 

bei nur fünf Kurbeln, falls parallele Kuibelslellung eeilanet i 



sekundären 
nf Kurbel" 



t-, IH« Ven>r«ltting; d«B Selillckacli«d Maaaen-Aaa^elotaa. — 



SepBmbet 1849 in Deutschi __ .. .._ ... 
erbauten Dampfer mit Maschinen nach di 
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Eine Sammlung 

Geduldspielen, Kunststücken und 
Unterhaltungsaufgaben 
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Von 

Dr. Hermann Schubert, 

Professor an d« GelehneDscnule des Joh^neums lU Hunbun. 
OroM« AMC iB S BdB. Ä Ilk. 1.— gebt. Kleine 1b*e. ■eb4. Hk. 5.- 



heinuik in BerUfan 



'Erfasser allerfaand Ged 



ZAVölf Geduldspiele 

für Nlchtmathematlker 

lom Zwecke der ODterhaltnog historisch a. kritisch beleachtet. 

I>r. Hermann Schubert, 

Professor an der Gelehrtenschiile des JobaDneumü iv Hamburg. 
Originell kirtoBnlert Hk. 2^. 

— Neue Ausgabe. — 

ihm arges Kopfzerbrechen gemacht hibeo. Kisderleicht «M indessen die Arbeit, 
»enn man den Weisungen des VsCussers FolRt. Derselbe begnügt sieb übrigem nichl 
mit der Schilderung dei Üpiele mid der Enthüllmtg ihrer Cebeimnisse, sondern erteilt 
lugleich sehr anrieliende knliiirgeschg Chili che Aufschlüsse. 



ie Bücher nicht Dur dem Malhematik 
in,gc™a«en für diese Wis sM ..l..fc- 



■^^^■■■■^^^^^tf jedem denkendeni 
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